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Asymptotyka orbit operatoréw ograniczonych na przestrzeniach Hilberta
jest pojeciem czesto badanym zaréwno z uwagi na samg Teorie Operatorow
jak 1 na jej zastosowania w innych dziedzinach matematyki. Niniejsza roz-
prawa skupia si¢ na dwoch aspektach asymptotyki operatoréw ograniczonych
rozumianej zgodnie z ponizszg definicja.

Definicja 1.0.1. Operator T € B(H) nazywamy
e operatorem klasy Cy. wtedy i tylko wtedy, gdy inri\\"J |T™z|| = 0, dla do-
ne
wolnego x € 'H,

e operatorem klasy Ci. wtedy i tylko wtedy, gdy igg |T"z|| > 0, dla do-

wolnego niezerowego x € 'H,
e operatorem klasy C wtedy i tylko wtedy, gdy T™ jest klasy Cy.,

e operatorem klasy C'y wtedy ¢ tylko wtedy, gdy T™ jest klasy C'..

Dodatkowo dla i,j € {0,1}, operator T € B(H) klas C,; i Ci. nazywamy
operatorem klasy Cj;.

Pierwszym =z nich jest rozwiniecie idei Putnama z 1975 roku. Putnam
pokazal, ze zupelie nieunitarna cze$¢ hiponormalnej kontrakecji jest kla-
sy Cqg. W ten sposéb rozpoczeto badanie warunkéw normowych impliku-
jacych silng stabilno$é danej kontrakeji lub jej sprzezenia. Juz w roku 1977
Okubo pokazal, ze wynik ten mozna rozszerzyé na paranormalne kontrak-
cje. Nastepnie Duggal oraz Kubrusly przeniesli wynik Putnama na szereg
innych klas kontrakeji nickoniecznie normalnych (k-paranormalnych, (p,1)-
quasihiponormalnyh, (1, k)-quasihiponormalnych). W rozprawie przedstawio-
no dalsze uogdlnienia wyniku Putnama, m. in. na klase n-hiperkontrakciji
oraz (p, k)-quasinormalnych kontrakeji. Jednak gléwnym celem pierwszego
rozdziatu rozprawy nie jest rozszerzenie wyniku Putnama na kolejne kla-
sy kontrakcji, ale podanie kryterium, ktére pozwala na prostg weryfikacje
asymptotyki danej klasy operatoréw. Narzedziem pozwalajacym na skutecza
weryfikacje warunkow normowych definiujacych klasy operatoréw jest pojecie
tzw. ciagdw wstecznych.

Definicja 2.2.1. Dla danego operatora T € B(H), cigg {zy}nen C H nazy-
wamy ciagiem wstecznym (wzgledem T') wtedy i tylko wtedy, gdy Txpy = Ty,
dla kaidego n € N.

Dodatkowo, jezeli rozwazany cigg jest ograniczony, to nazwiemy go ogra-
niczonym ciggiem wstecznym.



Wspomniane powyzej narzedzie mozna przedstawié¢ w formie nastepuja-
cego kryterium.

Twierdzenie 2.4.1. Niech T € B(H) bedzie kontrakcjq. Nastepujace warun-
ki sq réwnowazne:

e dla kaidego ograniczonego ciggu wstecznego {Ty }nen wzgledem T, cigg
jego norm {||zs|| fnen Jest staly,

o zupelnie nieunitarna czesé operatora T jest kontrakcjg klasy Cl.
O

Wynik ten zostal poprzedzony ogdélniejszym rezultatem przedstawiajg-
cym charakteryzacje operatoréw potegowo ograniczonych, ktére nie posiada-
ja nie stalego ograniczonego ciggu wstecznego. Rezultat ten jest odpowiedzig
na pytanie Pana prof. dr. hab. Jaroslava Zemanka. W celu rozszerzenia kry-
terium na operatory potegowo ograniczone postuzono si¢ konstrukcja asymp-
toty izometrycznej pochodzaca od Szokefalvi-Nagya, rozwinietg dalej przez
Kérchy’'ego.

Cze$é rozwazan stojaca u podstaw wykorzystania ciagdéw wstecznych w
przypadku operatoréw potegowo ograniczonych ma swoj odpowiednik dla
ograniczonych ciggtych polgrup operatoréw na przestrzeni Banacha. Cig-
gtym odpowiednikiem pojecia ciagéw wstecznych sa tzw. zupelne trajektorie.
Dzieki uwagom Pana prof. dr. hab. Yuria Tomilova fakt ten nie pozostal po-
miniety.

Ostatnim akcentem pierwszego rozdzialu jest odniesienie uzyskanych re-
zultatow do ogdlnego przypadku operatoréw ograniczonych, niekoniecznie
potegowo ograniczonych. Wlasnosé zbieznosci orbit do zera zostala zastgpio-
na stabszym warunkiem(réwnowaznym w przypadku operatoréw potegowo
ograniczonych), tzw. wlasnoscig Putnama-Fuglede.

Definicja 2.6.1. Operator T € B(H) ma wlasnosé¢ przemiennosei Putnama-
Fuglede (w skrdcie wtasno$é PF ) wtedy i tylko wtedy, gdy réwnosé¢ T"X = X J
zachodzi dla wszystkich X € B(K, H) oraz dla wszystkich izometrii J € B(K)
takich, ze TX = X J*.

7 uwagi na brak narzedzi odpowiadajacych asymptocie izometryczne)
wlasnosci Putnama-Fuglede dla wezesniej rozpatrywanych klas operatorow
zostata zweryfikowana osobno dla kazdej z wezesniej rozpatrywanych klas.



Miedzy innymi ponownie wykorzystujac technike ciggéw wstecznych poka-
zane zostalo, ze operatory k*-paranormalne posiadaja wlasno$é Putnama-
Fuglede. Jednak najwazniejszym rezultatem uzyskanym na zakonczenie pierw-
szego rozdzialu jest przykiad operatora paranormalnego nieposiadajacego
wspomnianej wlasnosci. Przyklad ten przedstawia operator paranormalny S
oraz operator unitarny U takie, ze zachodzi rownoéé SX = XU dla pewnego
operatora X, ale jednoczeénie nie zachodzi warunek S*X = XU*. W ten
sposdb widaé, ze zadna asymetryczna wersja Twierdzenia Putnama-Fuglede
dla operatoréw paranormalnych nie jest prawdziwa.

Zdecydowana wiekszos¢ wynikow zawartych w pierwszym rozdziale po-
chodzi z prac [2, 3, 4].

Drugim poruszanym aspektem wlasnosci asymptotycznych jest ich wptyw
na Problem Podprzestrzeni Niezmienniczych. Problem ten w prosty sposéb
mozna sprowadzi¢ do problemu dla kontrakeji klasy Chg oraz Coy. W Swietle
rezultatéw uzyskanych w drugim rozdziale rozprawy doktorskiej redukujemy
przypadek kontrakeji klasy Cyg do przypadku kontrakeji klasy Cg, ktérej
asymptota izometryczna jest absolutnie cigglym operatorem unitarnym bez
wektoréw wedrujacych, gdzie wektory wedrujace definujemy jak nastepuje.

Definicja 3.1.3. Niech V € B(H) bedzie izometrig. Wektor w nazwiemy
wedrujacym jeslt
(V™w,w) = 0,

dla dowolnegon € N .

Zasadnicza tre$¢ drugiego rozdzialu rozprawy doktorskiej jest kontynu-
acjy idei przedstawionych przez Mlaka, Foiaga oraz Suciu dotyczgcych miar
Szegd. Skupia sie ona na na rozktadach izometrii reprezentujacych wlasnosci
Szegd miar spektralnych. Tego typu rozklady nazywane zostaly rozkladami
typu Szegd. Istote rozwazan prowadzonych w tym rozdziale zajmuje roz-
ktad typu Szego powstaty dzieki domknietemu liniowemu rozpieciu wszyst-
kich wektoréw wedrujgcych dla danej izometrii. Gléwnym rezultatem uzy-
skanym w tej czeéei rozprawy doktorskiej jest opis rozwazanego rozktadu w
jezyku klasycznego rozktadu Lebesgue’a dla operatoréw unitarnych. Wynik
ten zostal opublikowany w pracy [1].

Twierdzenie. Niech V € B(H) bedzie izometrig oraz niech H,, bedzie do-
mknietq podprzestrzeniq rozpinang przez wszystkie wektory wedrujgce dla V.

Wtedy H., jest podprzestrzeniq redukujgca izometrie V- oraz rozklad H =
Ho & H,, mozna opisac jak nastepuje:



o Jesli V jest operatorem unitarnym nieposiadajgcym wektoréw wedrujg-
cych, to Hy = H,

o w przeciwnym przypadku, mamy Ho = Hging 0702 Hy = Hae © Hs.

O

Na zakonczenie podany zostal inny rozktad typu Szego wraz z jego cze-
Sciowym opisem.
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