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Recenzja rozprawy doktorskiej mgr. Kewina Paczka
LOtatistical analysis based on quantile conditional moments”

Rozprawa doktorska wpisuje si¢ w nurt statystyki matematycznej po§wieconej badaniu
momentéw warunkowych pierwszego i drugiego rzedu, definiowanych z wykorzystaniem
przedzialéw wyznaczonych przez funkcje kwantylowa. Problematyka pracy koncentruje
sie na zagadnieniu charakteryzacji rozktadéw prawdopodobienstwa poprzez ich wlasnosci
lokalne, co stanowi teoretyczng alternatywe wobec klasycznych parametréw globalnych.
Gléwnym przedmiotem rozwazan jest badanie struktur stochastycznych, w ktérych trady-
cyjne momenty bezwarunkowe moga by¢ nieokre$lone badz nie dostarczaja petnego opisu
natury zjawiska, jak ma to miejsce w przypadku rozktadéw o grubych ogonach.

W ujeciu aplikacyjnym rozwijane w pracy metody znajduja zastosowanie w modelowaniu
ryzyka finansowego, optymalizacji portfeli inwestycyjnych oraz analizie sygnaltéw w fizyce i
inzynierii. Umozliwiaja one bardziej precyzyjne prognozowanie rzadkich, lecz kosztownych
zdarzen, co ma istotne znaczenie dla wspoélczesnej ekonomii, sektora ubezpieczeniowego
oraz diagnostyki technicznej.

Omoéwienie rozprawy doktorskiej

Rozdzial 1 zawiera krétkie wprowadzenie do tematyki pracy. W rozdziale 2 Autor w spo-
sob klarowny przedstawia podstawy teoretyczne oraz motywacje dla stosowania momen-
tow warunkowych opartych na kwantylach. Gléwnym argumentem za ich wykorzystaniem
jest zawodno$é klasycznych miar, takich jak $rednia i wariancja, w przypadku rozktadow
o grubych ogonach, np. rozktadéw stabilnych czy rozkladu t-Studenta, w ktérych tra-
dycyjne momenty mogg nie istnie¢ badz nie odzwierciedla¢ w pelni charakteru zjawiska.
Rozdzial ten obejmuje staranny przeglad literatury dotyczacej zastosowania momentow
warunkowych w kontekécie wnioskowania statystycznego. Autor wskazuje réwniez istotne,
dotad nierozwigzane problemy badawcze oraz formuluje hipotezy, ktore staly sie podstawa
prowadzonych badan. Zawarte w rozdziale podsumowanie wynikéw umozliwia czytelni-
kowi zorientowanie sie we wkladzie wlasnym Autora.

W rozdziale 3 Autor definiuje kluczowe dla rozprawy pojecia, jakimi sa moment warun-
kowy rzedu k na zbiorze borelowskim A, dany wzorem us(X) = E[X*|X € A] oraz
jego wersja oparta o kwantyle rozktadu. Rozdzial wprowadza czytelnika w problematyke
rozkladow stabilnych S(a, 8, 0, 1) oraz rozkladow eliptycznych. Nalezy jednak zauwazyé
istotng nadmiarowos$é materialu: Autor przytacza obszerne fakty z literatury, wlaczajac
opisy standardowych rozkladéw (np. normalnego, uogélnionego Pareto) oraz podstaw te-
stowania hipotez. Tak rozbudowana czesé¢ przegladowa, w tym réwniez obszerne aneksy,
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sprawia, ze oryginalny wkilad Autora momentami jest przyttumiony przez tre$ci pod-
recznikowe. Praca zyskalaby na klarownosci, gdyby czesé standardowych wyprowadzen
zastgpiono odniesieniami bibliograficznymi, koncentrujac sie od razu na autorskich uogél-
nieniach i modyfikacjach.

Rozdzial 4 prezentuje kluczowe twierdzenia teoretyczne dotyczace momentéw warunko-
wych, stanowigce fundament metodologii przedstawionej w dysertacji. W pierwszej czeéci
rozdziatu przywolane sg kluczowe twierdzenia z literatury, takie jak te o charakterystyce
rozkladu za pomocg warunkowych wartosci Srednich i wariancji (twierdzenia 4.1.11 4.1.2,
prace Jaworskiego i Pitery z 2020 roku) oraz twierdzenie o zwigzku warunkowej korelacji
7 niezaleznoécig, (twierdzenie 4.2.1, Jaworski i in., 2024). Autor przedstawia uproszczony
dowod twierdzenia 4.1.2, co zwieksza przejrzystosé i dostepnosé prezentowanych wynikow.
Istotnym wkladem wlasnym jest twierdzenie 4.1.3, w ktérym Autor uogdlnia istniejace
wyniki charakteryzacji rozktadu na przypadek n-tego momentu warunkowego dla zmien-
nych absolutnie cigglych. Nastepnie Autor przytacza twierdzenie 4.2.1 (Jaworski i in.,
2024), ktore dostarcza teoretycznego uzasadnienia dla wykorzystania warunkowych ko-
relacji w badaniu niezaleznosci zmiennych losowych. W czesci rozdziatu dotyczacej kon-
kretnych rodzin rozkladéw prawdopodobieristwa, Autor gltéwnie przedstawia znane z li-
teratury wyniki. Dla rozktadu normalnego oraz t-Studenta wykorzystuje istniejace wzory
na momenty obcietych rozkladéw, odpowiednio adaptujac je do kwantylowej postaci mo-
mentow warunkowych. Wktadem wiasnym Autora jest natomiast samodzielne wyprowa-
dzenie i zaprezentowanie w zwartej, kwantylowej formie jawnych wyrazel na momenty
warunkowe dla rozktadéw Cauchy’ego i Lévy’ego. W kontekscie rozktadéw eliptycznych
Autor szczegdélowo omawia koncepcje znang z literatury jako regute 20/60/20. Kluczo-
wym, oryginalnym wynikiem Autora w tym obszarze jest twierdzenie 4.4.3, w ktérym
pokazuje zachodzenie analogicznej reguty podziatu dla rozktadu t-Studenta o v stopniach
swobody, gdzie v > vy, vy € (0,00). W sekeji 4.4.3 Autor kontynuuje analize rozkla-
dow eliptycznych. Waznym wynikiem jest twierdzenie 4.4.4. stwierdzajace, ze w przy-
padku wielowymiarowego rozkladu normalnego, macierz kowariancji tego rozktadu wy-
raza sie w terminach kowariancji warunkowej. W twierdzeniu 4.4.5 Autor dokonuje istot-
nego uogdlnienia tego wyniku na calg klase rozkladéw eliptycznych. Najbardziej znaczacy
wklad wlasny Autora w rozdziale 4 koncentruje sie woko6t analizy rozkladéw stabilnych
symetrycznych (sekcja 4.5). W twierdzeniu 4.5.2. udowodniona zostata monotonicznosé
kwantyli wzgledem indeksu stabilnosci o w obszarach ogonowych. Kluczowym i orygi-
nalnym osiggnieciem jest twierdzenie 4.5.5, w ktérym Autor dowodzi monotonicznosci
wariancji warunkowej 0(2a,b) () wzgledem « dla odpowiednio duzych kwantyli a i b. To
twierdzenie ma fundamentalne znaczenie praktyczne, gdyz stanowi éciste, matematyczne
uzasadnienie dla konstrukeji nowego estymatora indeksu a w rozdziale 6 pracy. Sekcja 4.6
rozszerza rozwazania na zastosowania praktyczne, w tym statystyki do pomiaru grubosci
ogonéw, asymetrii rozktadu oraz warunkows funkcje autokorelacji (CACF) jako narzedzie
do badania zaleznosci w szeregach czasowych, nawet gdy klasyczne momenty drugiego
rzedu nie istnieja.

Rozdzial 5 poswiecony jest wlasno$ciom estymatoréw momentéw warunkowych oraz sta-
tystyk na nich opartych. W pierwszej czeséci rozdziatu Autor przywoluje wyniki Jelito
i Pitery dotyczace wlasnosci (zgodnosci oraz asymptotycznej normalnosci) estymatorow
warunkowe]j wartosci oczekiwanej i wariancji opartych na kwantylach. Nastepnie pokazuje
analogiczne rezultaty dla przypadku warunkowej kowariancji opartej na kwantylach. Naj-
wazniejszym wkladem wlasnym Autora w tym rozdziale jest udowodnienie ogélnego twier-
dzenia (twierdzenie 5.2.1.) o asymptotycznej normalnosci dla statystyk opartych na ilora-
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zach wariancji warunkowych. Autor analizuje takze wlasnosci estymatora funkcji CACF,
dowodzac jego zgodnodci i asymptotycznej normalnosci dla ciagdw niezaleznych zmien-
nych losowych. Rozdzial zamyka czes¢ ilustracyjna, pokazujaca praktyczne zastosowania
metodologii w finansach i zarzgdzaniu ryzykiem.

W Rozdziale 6 Autor wykorzystuje wyniki teoretyczne do praktycznej estymacji parame-
tréw oraz testowania zgodnoéci w rozkladach o ciezkich ogonach. Przedstawiony zostaje
autorski estymator indeksu stabilnosci « dla rozktadu stabilnego oparty na ilorazie warian-
¢ji warunkowych, a takze omoéwiony jest problem estymacji parametru skali dla rozktadu
Lévy’ego. Najwazniejszym wkladem Autora jest konstrukcja nowych testéw zgodnosci
dla rozkladéw normalnego, stabilnego i Lévy’ego, wraz z przedstawieniem ich asympto-
tycznych rozktadéw oraz wynikéw symulacji potwierdzajacych skuteczno$é w praktyce.
W badaniach symulacyjuych dla modeli szeregow czasowych (MA, GARCH) z szumem
o ciezkich ogonach wykazano przewage funkcji CACF nad klasyczng funkcjag ACF, co
podkresla praktyczne zastosowanie opracowanej metodologii.

Rozdzial 7 poswiecony jest przykladowym zastosowaniom teoretycznych rezultatéw do
danych rzeczywistych. Otrzymane wyniki potwierdzaja praktyczng uzytecznosé reguly
20/60/20 oraz skuteczno$é wprowadzonych w pracy estymatoréow opartych o kwantyle
w wykrywaniu zaleznoSci, ktére moga nie byé widoczne dla klasycznej funkcji ACF.
Szczegblnie wartoSciowe jest wykazanie, ze model Markowitza oparty na estymatorach
warunkowych osigga lepsze wyniki niz podejscie klasyczne na danych rynkowych z USA.

Uwagi 1 pytania

Przedlozona rozprawa doktorska zawiera obszerny materiat o charakterze przegladowym,
obejmujgcy prezentacje znanych wynikéw wraz z ich szczegétowymi dowodami. W mo-
jej ocenie zakres tej czeSci pracy jest miejscami nadmierny w stosunku do standardow
rozpraw doktorskich. Szczegdlnie Rozdziat 3 jest zbyt rozbudowany, obejmuje liczne ele-
mentarne definicje oraz powszechnie znane fakty teorii prawdopodobieristwa i statystyki
matematycznej, takie jak centralne twierdzenie graniczne czy podstawowe definicje mo-
mentéw. Réwniez przytoczenie dowodéw znanych wilasnosci, w tym formul dotyczacych
momentéw ucietego rozkladu normalnego, nie wydaje sie konieczne z punktu widzenia
celow pracy. Zasadne byloby ograniczenie tej czesci do niezbednych oznaczeni i definicji
oraz odwolan do literatury klasycznej, co poprawitoby przejrzystosé i pozwolitoby lepiej
wyeksponowaé¢ wklad wlasny Autora.

Rozdzial 4 ma wyrazng warto$¢ merytoryczng i istotnie wspiera realizacje celow roz-
prawy. Autor przedstawia poglebiong analize teoretycznych wlasnosci momentéw warun-
kowych oraz ich zwiazkéw z charakterystykami rozktadéw prawdopodobienistwa. Pewne
zastrzezenia budzi jednak sposob prezentacji, w ktorym tresci przegladowe i twierdzenia
autorskie wystepuja w jednym ciggu narracyjnym, utrudniajac jednoznaczne wskazanie
oryginalnego wkiadu. W celu zwiekszenia przejrzystosci pracy i wyeksponowania jej walo-
row naukowych wskazane byltoby syntetyczne podsumowanie rezultatéow wlasnych Autora
lub wyraZzne zaznaczenie ich w tekscie.

Podobne uwagi dotycza Rozdzialu 5, w ktérym dostrzegalna jest dysproporcja pomie-
dzy szczegbdlowym omoéwieniem wynikéw przegladowych a prezentacja rezultatéw autor-
skich. W Sekeji 5.1, dotyczacej podstawowych estymatordw, przytoczenie wynikéw Jelito
i Pitery (2021) jest uzasadnione, jednak pelne dowody tych twierdzen nadmiernie rozbu-
dowujg rozdzial i przestaniajg wklad wlasny. W pracy doktorskiej wystarczajace bytoby
podanie sformutowari twierdzen wraz z odwotaniem do literatury oraz zwiezlym komen-
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tarzem dotyczacym ich znaczenia dla dalszych analiz.

1. W rozdziale 4.4.2 rozwazana jest regula 20/60/20 dla rozkladu t-Studenta (Tw.
4.4.3) o odpowiednio duzej liczbie stopni swobody. Czy istnieje metoda wyznaczenia
dolnej granicy vy? Z uwagi na to, ze rozklad t-Studenta przy duzych wartosciach
v jest bardzo bliski rozktadowi normalnemu, interesujace byltoby okreélenie, dla jak
matych wartosci v regula nadal zachowuje swoja istotnos¢.

2. We wniosku 4.5.6 wskazano, ze monotoniczno$é moze byé zaburzona dla a < 0.65.
Czy oznacza to, ze zaproponowany estymator indeksu «, oparty na tej wlasnosci,
moze w takich przypadkach byé zawodny? W jaki sposéb nalezy dobieraé¢ parametry
(a,b,d), aby zminimalizowaé ryzyko bledu estymacji?

3. Wiekszoé¢ analiz w pracy odnosi si¢ do przypadkéw jedno- lub dwuwymiarowych.
Jak zaproponowane estymatory zachowuja sie w problemach wysokowymiarowych,
np. przy optymalizacji portfela ztozonego z 500 spotek? Czy klagtwa wymiarowosci
nie spowoduje, ze zbiory A stang sie zbyt ,puste", utrudniajgc stabilng estymacje?

4. Zaproponowane estymatory dedykowane sg rozkladom o grubych ogonach (np. sta-
bilnym). Jednak przy ekstremalnie niskich wartosciach « (bliskich 0), préba em-
piryczna moze byé zdominowana przez nieliczne, wyjatkowo duze obserwacje. Czy
istnieje teoretyczna granica ,grubosci ogona”, powyzej ktorej nawet momenty wa-
runkowe tracg praktyczng uzytecznosé?

5. Jak zaproponowane testy zgodnosci (np. dla rozktadu Lévy’ego) wypadaja pod
wzgledem szybkosci obliczenn w poréwnaniu do klasycznego testu Kolmogorowa-
Smirnowa? Czy metody te sg gotowe do implementacji w systemach transakcyjnych
czasu rzeczywistego (High-Frequency Trading)?

6. W sekcji 7.1 Autor stosuje metode bootstrapowania. Jaka konkretnie procedura
bootstrapowa zostalta uzyta i jakie rodzaje przedzialéw ufnosci skonstruowano?

7. Praca doktorska mgr. Paczka bazuje na czterech manuskryptach, z ktérych trzy
zostaly opublikowane, przy czym we wszystkich Pan Paczek wystepuje jako wspol-
autor. Spodziewam sie, ze podczas obrony Pan Paczek szczegdlowo przedstawi swoj
wktad w tych publikacjach.

Pozostale komentarze

e Nienaturalnie brzmi, gdy Autor pisze o sobie w trzeciej osobie, np. ,In this thesis,
the author provided"(str. 9) oraz kilkukrotnie na str. 10.

e Czasami brak konsekwencji w oznaczeniach: Autor uzywa zamiennie ,Spearman’s
rho", oraz ,Spearman’s p".

e Literéwki i drobne bledy jezykowe: ,distribution witch location"(str. 24), ,as a lo-
cation parameter" zamiast ,are a location parameter"(str. 29), w twierdzeniu 4.2.1
", e.", ,its infimum there is positive"(str.53), ,and leta € (0,1)."(str. 64), ,of an
stable distribution" (str. 113).
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W twierdzeniu 4.1.3 powinno by¢ jasno okreslone czy n jest ustalone, czy warunek
zachodzi dla dowolnego n.

W twierdzeniu 4.4.1 g € (0,0.5), a nie ¢ € (0,5)?

W dowodzie twierdzenia 4.4.1 Var(X|X < ) jest sciSle rosnagca czy malejgca?

Str. 56: "In Section 4.3 we presented several equations for the quantile conditional
variance, assuming that the equation, then knowing the value of the conditional
covariance matrix for a single conditioning set, allows us to recover the underlying
(or base) distribution."Niejasnym jest czes¢ zdania, tj. ,assuming that the equation".

Konkluzja

Uwazam, ze rozprawa zawiera nowe i interesujace wyniki dotyczace wykorzystania lokal-
nych charakterystyk warunkowych jako alternatywy dla klasycznych metod statystycz-
nych. Podejécie to umozliwia glebsze zrozumienie struktury zmiennych losowych w obsza-
rach ich nietypowych zachowan oraz dostarcza narzedzi do analizy proceséw, w ktorych
tradycyjne zalozenia o skonczono$ci momentéw nie sg spelnione. Przedstawione wyniki
$wiadczg o rzetelnym podejéciu analitycznym Autora oraz o jego umiejetnosci sprawnego
laczenia wynikéw teoretycznych z wymagajacymi obliczeniami numerycznymi.

Nie mam watpliwosci, Zze przedstawiona rozprawa doktorska spelnia usta-
wowe i zwyczajowe wymagania stawiane rozprawom doktorskim w dyscyplinie
matematyka. Wnosze o dopuszczenie mgr. Kewina Paczka do dalszych etapow
postepowania w sprawie nadania stopnia doktora.

Anna Dudek



