Prof. Tomasz Downarowicz
Wydzial Matematyki

Katedra Matematyki
Politechnika, Wroclawska

ul. Wybrzeze Wyspianiskiego 27
50-370 Wroctaw

Galowice, 16 wrzesnia 2026

RECENZIJA

rozprawy doktorskiej mgr. Przemyslawa Kucharskiego
zatytulowanej Models of dynamical systems based on first return maps
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Podstawa prawna postepowania i kryteria oceny

Postepowanie w sprawie nadania stopnia doktora prowadzone jest na podstawie
przepiséw ustawy z dnia 20 lipca 2018 r. — Prawo o szkoluictwie wyzszym 1 nauce
(Dz.U. z 2018 r. poz. 1668, z pozn. zm.), w brzmieniu obowiazujacym w dniu wszczecia
postepowania, a takze przepisoéw wykonawczych wydanych na podstawie tej ustawy
oraz wlasciwych regulacji wewnetrznych podmiotu doktoryzujacego.

Zgodnie z art. 187 ustawy — Prawo o szkolnictwie wyzszym i nauce, rozprawa
doktorska powinna prezentowaé ogdlung wiedze teoretyczng kandydata w dyscyplinie
albo dyscyplinach oraz umiejetnodé samodzielnego prowadzenia pracy naukowej lub
artystycznej. Przedmiotem rozprawy doktorskiej powinno by¢ oryginalne rozwigza-
nie problemu naukowego, oryginalne rozwiazanie w zakresie zastosowania wynikéw
wlasnych badari naukowych w sferze gospodarczej lub spoltecznej albo oryginalne do-
konanie artystyczne.

Przy ocenic rozprawy doktorskiej nalezy zatem w szczegolnosci uwzglednié: ory-
ginalnoéé i naukows wartos¢ podjetego problemu, poprawnod§é zastosowanych metod
badawezych, stopiert samodzielnodci autora, poziom merytoryczny uzyskanych wyni-
k6w oraz ich znaczenie dla rozwoju danej dyscypliny naukowej. Ocenie podlega row-
niei sposob przedstawienia wynikow, poprawno$é argumentacji oraz stopieri, w jakim
rozprawa potwierdza posiadanie przez kandydata kompetencji wymaganych od osoby
ubiegajacej sie o stopient doktora.

W dalszej czescl recenzji przedstawiam ocene rozprawy doktorskiej z uwzglednie-
niem powy#szych wymogéw ustawowych oraz kryteriéw przyjetych w obowiazujacych
w postepowaniu regulacjach.

Formalng ocene rozprawy stanowia odpowiedzi na catery wyszczegélnione w usta-
wie pytania, z ktérych pierwsze jest czysto techniczne i dotyczy formy (pisemnej
monografii lub zestawu artykuléw), a kolejne trzy maja na celu ustalenie, skroto-
wo rzecz ujmujac, czy rozprawa $wiadcezy o ogélnej wiedzy teoretycznej kandydata
w dyscyplinie, umiejetnosci samodzielnego prowadzenia badan naukowych, oraz czy
rozprawa zawiera oryginalne rozwiazanie problemu naukowego. Na wszystkie te



pytania moja odpowieds jest twierdzaca. Ponadto, zgodnie z przystugujacym
mi prawem, bede wnioskowal o wyrdznienie rozprawy. OdpowiedZ na pierwsze
pytanie oraz uzasadnienie twierdzacych odpowiedzi na dalsze trzy oraz wniosku o wy-
réznienie sg zawarte w omowieniu wynikéw naukowych prezentowanych w rozprawie,
ktore przedstawiam ponizej.

Omoéwienie rozprawy wraz z uzasadnieniem oceny

Przedlozona mi do recenzji rozprawa zostala napisana pod kierunkiem promoto-
ra dr. hab. Jana Boronskiego, prof. UJ. Rozprawa ma forme pracy pisemnej (ponad
100-stronicowej monografit) w jezyku angielskim. Praca oparta jest na trzech publika~
cjach (w tym dwoch samodzielnych i jednej wspotautorskiej) oraz dwoch samodziel-
nych artykutach bedacych w fazie przygotowania (jeden z nich jest juz dostepny na
ArXiv). Moja recenzja napisana jest w jezyku polskim, jednak ze wzgledu na niedcisto-
$ci, jakie moglyby wystapi¢ w wyniku thumaczenia, niektére terminy matematyczne
przytaczam w oryginalnym angielskim brzmieniu.

Praca sklada sie z trzech tematycznie odrebnych czegei:

1. Strange attractors for perturbations of unimodal maps,

2. Inverse limit models of dynamical systems, oraz

3. Multiple mizing for time-changes of parabolic flows on n-torus.

Wspolnym motywem przewodnim jest interpretacja wszystkich tych tematow jako
zastosowan ,odwzorowaii bazujacych na czasie pierwszego powrotu”, czyli tzw. od-
wzorowari indukowanych na podzbiorze. W pierwszym i trzecim rozdziale istotne
jest pojecie renormalizacii, ktora polega na zmianie funkcji czasu powrotu nad prze-
ksztalceniem pierwszego powrotu do odpowiednio zdefiniowanego obszaru {w rozdziale
pierwszym jest to renormalizacja wprowadzona przez Dyi-Shing Ou dla rodziny Lo-
ziego w 2022 r., w rozdziale trzecim jest to renormalizacja uzyskana poprzez wymiane
funkeji dachowej w potoku specjalnym). W rozdziale drugim skupiamy sig¢ na mode-
lach otrzymanych technika granicy wstecznej. W koticowej czesci pojawiaja sie wieze
Kakutaniego—-Rochlina, gdzie w naturalny sposéb wazng role odgrywajs czasy powro-
tu do sumy baz wiez, jednak wiezom Kakutaniego-Rochlina poswiecony jest jedynie
dwustronicowy dodatek do dwudziestostronicowego rozdzialu. Oceniam, Ze strony te
pelnig role klamry tematycznej majacej powiazac ten rozdzial z pozostalymi. Rozdzial
trzeci, jak juz wspominatem, dotyczy potokow specjalnych. Sa to potoki nad obro-
tami torusa, a celem jest konstrukcja potokéw wykazujacych mieszanie wszystkich
rzedow. Dla potoku specjalnego odwzorowanie w bazie jest tozsame z odwzorowa-
niem pierwszego powrotu, jednak kolejnodé tworzenia jest tutaj odwrotna, to znaczy
przeksztalcenie w bazie jest na ogdl zadane z gory, przed utworzeniem potoku spe-
cjalnego (w tym przypadku jest to odwzorowanie liniowe na torusie), i nie jest ono
definiowane jako efekt zastosowania odwzorowania pilerwszego powrotu we wcezedniej
zadanym potoku. Tak wiec obecno$é odwzorowania indukowanego istnieje, ale nie jest
tu kluczowa.

Pomimo pewnej sztucznodci utworzonej przez autora klamry tematycznej, ponie-
kad zrozumialej dla uzyskania spdjnosci catodci rozprawy, kazdy z rozdziatéw stanowi
ciekawg, i wartosciows, calosé, kt6rg mozna rozwazaé zupelnie niezaleznie od pozosta-
tych rozdziatow.

Rozdzial pierwszy po$wigcony jest badaniu wlasnodei atraktoréw pewnej klasy per-
turbacji odwzorowan unimodalnych plaszczyzny. Startuje sie od jednoparametrycznej



rodziny odwzorowan unimodalnych f, : R — R, nastepnie doklada si¢ jeszcze jeden
parametr b i konstruuje si¢ rodzing odwzorowan f,; : R? — R? spelniajaca warunki
fa0(z,y) = (fol2),0) oraz || fa(x,y) — faolz,y)llcr < Cb na kazdym zwartym zbio-
rze K C R2. Ponadto od rodziny f, ;, wymaga si¢ gladkiej zaleznosci od parametréw, a
na funkcje f, nalozone sa pewne techniczne warunki dotyczace wyktadniczego wzrostu
pochodnych kolejuych iteracji poza punktem krytycznym. Jesli warunki te sa spelnio-
ne, to méwimy o piecewise hyperbolic admissible family of perturbations of unimodal
planar maps. Szczegdly definicji oczywidcie pomijam. Istotne jest to, ze do klasy tej
nalezg wezesniej badane border-collision normal forms, rodziny typu Loziego, rodzina
odwzorowan Hénona i jeszeze kilka innych. Pierwszy najwagniejszy wynik (Twierdze-
nie A) moéwi, ze dla przeksztalcenia z takiej rodziny zbior CLW} (czyli domknigcie
rozmaitosci niestabilnej prawego punktu stalego) jest atraktorem chaotycznym (tzn.
wykazuje chacs Devaney’a: tranzytywnos¢, wrazliwos¢ na warunki poczgtkowe oraz
gestosé punktéw okresowych). Jest to uogdlnienie wynikoéw uzyskanych dla odwzoro-
waii typu Loziego przez Misiurewicza i Stimaca z 2018 roku oraz dla border-collision
normal forms przez Glendinninga i Simpsona z roku 2021, Kluczowa jest przy tym
metoda renormalizacji wprowadzona przez Dyi-Shinga Ou z roku 2022 oraz jej uogdl-
nienie na rodziny dopuszczalne. Drugie wazne twierdzenie (Twicrdzenie B) moéwi, ze
przy nieco stabszych zatozeniach (ostabia sig hiperbolicznosd), dla parametrow w po-
blizu homoclinic tangency jednego z punktéw statych wystepuje atraktor maksymalny
(tzn. bedacy przekrojem iteracji swojego basenu przyciggania). Twierdzenie to uogél-
nia wynik Viany 2z 1996 roku w przypadku rodzin odwzorowan typu Hénona oraz — w
przypadku rodzin typu Loziego — wyniki Cao i Liu [14] z 1998 roku jak i niedawny wy-
nik doktoranta, czy wreszcie wyniki z cytowanej juz pracy Glendinninga i Simpsona
dla border-collision normal forms. Dodatkowo, jesli zaloZymy piecewise hyperbolicity
oraz high expunsion, to atraktor ten bedzie strange (czyli chaotyczny i dodatkowo
posiadaé bedzie dodatni wykladnik Lapunowa) i zaleiny w sposob ciaggly (w me-
tryce Hausdorffa) od parametrow. Pomine opis procedury renormalizacji wzorowanej
na konstrukcji Dyi-Shing Ou. Jest ona mocno zaawansowana i bazuje na serii tech-
nicznych lematéw prowadzacych do wyizolowania odpowiedniego obszaru, na ktérym
nastepnie rozwazane jest odwzorowanie pierwszego powrotu. Zabieg ten pozwala zi-
dentyfikowaé basen przyciggania atraktora zaréwno w przypadku zachowujacym, jak
i odwracajacym orientacje. Opisany jest tez geometryczny warunek na maksymalnosé
atraktora, ktéry nastepnie zastosowany jest do badanej rodziny dopuszczalnej.

Caly rozdzial zajmuje 36 stron i bazuje na dwoch samodzielnych artykulach: jed-
nym opublikowanym w czasopismie Chaos, i jednym na razie dostegpnym tylko na
ArXiv. Przedstawione dowody wymagaja szerokiej wiedzy z zakresu dynamiki hiper-
bolicznej, sa niezwykle skomplikowane i zaawansowane technicznie. Niemniej jednak
spos6b ich przedstawienia jest klarowny i umozliwia $ledzenie wszystkich etapéw ro-
zumowania. Uzyskane twierdzenia w istotny sposob uogélniajg znane wezedniej wyniki
na szersza, klasg rodzin odwzorowan. Uwazam, zZe rozdzial ten $wiadczy o duzej doj-
rzatosci naukowej i samodzielnogei kandydata.

Przejdeg teraz do oméwienia rozdziatu drugiego. Tematycznie jest on bardzo odle-
gty od poprzeduniego, dotyczy bowiem dynamiki zerowymiarowej, gdzie pojecie glad-
koséci odwzorowania raczej nie wystepuje. Rozdzial ten bazuje na pracach kandydata
opublikowanych w Fundamenta Mathematicae (wspélna z promotorem) oraz Topolo-
gy and its Applications (samodzielna). Rozdzial ten w znacznej czeici ma charakter
zblizony do pracy przegladowej. Opisane sa w nim znane z wczedniejszej literatu-



ry techniki granic wstecznych pokry¢ grafowych inverse limits of graph covers, wiez
Kakutaniego-Rochlina oraz diagraméw Brattelego-Wierszyka. Pokrycia grafowe wpro-
wadzili Gambaudo 1 Martens w 2006 roku do konstrukeji ukladow zerowymiarowych
realizujgcych konkretne simpleksy Choqueta miar niezmienniczych. Technika ta by-
ta p6Zniej rozwijana przez Shimomure w 2014 r. i jeszeze kilku autordéw do réznych
celow. Pokrycie grafowe jest to odwzorowanie pomiedzy grafami skoficzonymi, ktére
zachowuje relacje polgczenia wierzchotkéw krawedziami, dodatkowo jest sujektywne
na krawedziach, oraz skleja krawedzie o wspélnym poczatku (czyli jest positive direc-
tional). Jesli mamy do czynienia z ciggiem graféw Gy, Ga, ... oraz dla kazdego i € N
mamy pokrycie grafowe z ¢; : G; — G;_1, to mozemy zdefiniowaé granice wsteczng
takich pokryé. Shimomura pokazal, Zze w ten sposob mozna opisaé wszystkie uklady
zerowymiarowe. Autor rozprawy definiuje dodatkowo pojecie inverse limit of twinned
graph homomorphisms, polegajace na wprowadzeniu w kazdym z graféw G; dodatko-
wej struktury F; (nieskierownych) krawedzi spelniajacej pewne warunki zgodnosci ze
strukturg G; oraz z odwzorowaniami ¢;. Otrzymujemy co$, co autor nazywa inverse
sequence of twinned graph homomorphisms. Z oczywistych powod6éw pomine szezegd-
ly techniczne. Dzielge granice wsteczng grafow G; przez relacje zalezng od struktury
krawedzi F; otrzymujemy uktad dynamiczny, ktory juz niekoniecznie jest zerowymia-
rowy. Kluczowe twierdzenie tego rozdzialu (Twierdzenie 2.4.4.) mowi, ze kazdy uklad
dynamiczny (odwzorowanie ciggle na zwartej przestrzeni metrycznej) jest sprzezone z
uktadem powstalym w opisany wyzej sposob z jakiego§ inverse limit of twinned graph
homomorphisms. Jest to niezwykle ciekawe twierdzenie, pozwalajace kodowaé dowol-
ne uklady (w tym spdjne) poprzez techniki zerowymiarowe. Jednak, jak autor sam
przyznaje, taki sposéb modelowania wydaje si¢ trudny do zastosowania w konkret-
nych przyktadach uktadéw dynamicznych, a przez to moze okazad si¢ malo efektywny.
Niemniej jednak sam pomys! jest godny uwagi, a potencjal jego mozliwodci moze do-
piero wyplynaé w przyszlych badaniach. W dalszej czefcl rozdzialu autor powraca
do pokryé¢ grafowych i modelowanych przez nie ukladéw zerowymiarowych. Do ory-
ginalnego wkladu autora mozna zaliczyé nowe kryteria dla pewnych standardowych
wlasnodci topologicznych wyrazone w jezyku wlasnosci grafow uzytych do konstrukeji
danego uktadu. Nie sa to zaskakujace wyniki, ale cenne obserwacje, gdy w gre wchodza
uklady konstruowane wlasnie w ten spos6b (jako granice wsteczne pokry¢ grafowych).
Przyktadowo, Twierdzenie 2.5.3. w punkcie 1. moéwi, ze uklad jest laiicuchowo tranzy-
tywny, wtedy i tylko wtedy, gdy wszystkie grafy G; sg spojne. Nieco bardziej skompli-
kowanymi warunkami uwzgledniajacymi petle w grafach wyrazone sa w punktach 2.,
3. 1 4. wlasnoscl tranzytywnosci, minimalnosci oraz monoergodycznosci, a w twierdze-
niach 2.5.6. 1 2.5.9. podano odpowiednio kryteria jednostajnej sztywnosci i liniowego
powracania. Koricowe strony rozdzialu poswiecone sg wiezom Kakutaniego-Rochlina
i diagramom Brattelego-Wierszyka oraz ich zwigzkom z pokryciami grafowymi.

Rozdzial ten oceniam jako interesujacy, cho¢ nie przelomowy. W zestawieniu z roz-
dzialem pierwszym stanowi on dowod na zaskakujaco szeroki horyzont zainteresowan
kandydata, bowiem wkracza on w dos§é odlegly obszar w teorii ukladéw dynamicz-
nych. Rozdzial napisany jest, podobnie jak poprzedni, z dbaloscig o poprawnosé i
komunikatywnogéé uzyskane poprzez system szczegdlowych odnosnikéw do poprzednio
wprowadzonych pojeé lub wyprowadzonych zaleznosci.

W rozdziale trzecim autor zajmuje si¢ mieszaniem wyzszych rzedéw dla potokow
specjalnych nad ukladami parabolicznymi na torusie. Jest to najdtuiszy rozdziat roz-
prawy, liczacy ponad 40 stron. Gléwnym celem jest wykazanie, Zze pewne potoki, o



ktorych wiadomo bylo, Ze sa mieszajace, sa de facto mieszajace wszystkich rzedow.
Trudno powiedzieé, ze przybliza to nas do pozytywnej odpowiedzi na stynny pro-
blem Rochlina (czy mieszanie implikuje mieszanie wyzszych rzedow), jest to jednak
krok w kierunku utwierdzenia sie w przekonaniu, ze odpowiedZ moze byé pozytywna
przynajmniej w jeszcze jednej klasie ukladow (w tym wypadku potokéw). Technicznie
rzecz ujmujac, potok na torusie n-wymiarowym reprezentuje si¢ najpierw jako potok
specjalny nad torusem wymiaru n — 1 (na ktérym dziala badz obrot niewymierny,
badz, w przypadku nil-potoku Heisenberga, ,,obrét skosuy”) ze stala funkcja dachows.
Nastepnie zmienia si¢ funkcje dachowa na niestalg, co moze by¢ interpretowane jako
renormalizacja potoku (zmiana predkosci przeplywu z jednostajnej na niejednostaj-
na). Nie zmienia si¢ przy tym przcksztalcenie bazowe (czyli indukowane pierwszego
powrotu) na torusie wymiaru n — 1, wigc w tym miejscu nawigzujemy do tytultowego
tematu rozprawy. Ale, jak juz wspomnialem, jest to powigzanie raczej o charakterze
formalnym, gdyz gléwna role w dalszych rozwazaniach odgrywa technika wprowadzo-
na przez Kanigowskiego i Ravotti w pracy z 2024 roku, w ktorej dowodza oni, ze potok
spelniajacy pewien techniczny warunek na rozcigganie tzw. prawie-rozbi¢ (locally uni-
formly shearing, LUS), jesli jest mieszajacy, to jest mieszajgcy wszystkich rzedéw. Tak
wiec praca w dalszej czescl koncentruje sie na konstrukcji potokéw specjalnych nad
przeksztalceniem torusa n— 1-wymiarowego, ktore posiada wlasnosé LUS (a wlasciwie
nieco silniejszy warunek nazwany przez Kanigowskiego i Ravotti good special flow).
Do uzyskania mieszania zastosowano techniki pochodzace z prac Yoccoza z 1995 roku
oraz Fayada z roku 2002. Dwa gléwne twierdzenia dotycza przypadku, gdy w bazie
mamy albo przesuniecie niewymierne (czyli o wektor o wspolrzednych niezaleznych
nad Q), albo obrét skosny typu Anosowa (z,y) — (z+a, y+z+5). Odpowiednie twier-
dzenia majg nastepujaca postac: dla kazdego obrotu torusa wymiaru n > 3 takiego, Ze
kst obrotu spelnia pewien, nazwijmy to “wzmocniony warunek niewymiernosci Yoc-
cora” (potrzebuy do uzyskania mieszania), istnieje analityczna renormalizacja (czyli
de facto analityczna funkecja dachowa nad indukowanym przeksztalceniem torusa wy-
miaru n — 1), ktéra daje mieszanie wszystkich rzedéw. Dla nil-potoku Heisenberga
twierdzenie gwarantuje nieco wiecej niz samo istnienie jednego potoku, méwi ono o
istnieniu pewnej podprzestrzeni w C*(M) przeliczalunego kowymiaru (gdzie M jest
nil-rozmaitoscia Heisenberga), takiej, ze dla kazdej funkeji dachowej spoza tej pod-
przestrzeni odpowiedni potok specjalny, o ile jest monoergodyczny, to jest mieszajacy
wszystkich rzedow. Oczywiscie w tym oméwieniu pominglem wiele stosowanych narze-
dzi, na przykiad szybkosé¢ aproksymacji i nieréwnosé¢ Denjoy-Koksmy, ktora ingeruje
w warunku Yoccoza (a wladciwie jej niespeinienie w wyzszych wymiarach, ktére po-
zwala uzyskaé jednoczesnie analityczno$é renormalizacji i mieszanie), i kilka innych,
$wiadczacych o szerokiej wiedzy kandydata w wielu przenikajacych si¢ dziatach ma-
tematyki.

Wyniki tego rozdziatu, choé¢, jak juz napisalem, nie zblizaja nas w istotny sposéb
do rozwigzania jakiegos znanego otwartego problemu, sg w peini oryginalne i stanowia,
popis opanowania trudnych technicznie metod oraz dojrzatosci naukowej kandydata
pozwalajacej mu nawigzaé dialog z najmocniejszymi wspolezesnymi matematykami
uprawiajacymi teorie ukladéw dynamicznych.

W trakeie lektury dostrzeglem 1 zaznaczylem kilkadziesiat drobnych pomylek i
lietréwek. Nie maja one wplywu na mojg oceng merytoryczng. Ich liste przytaczam
w formie zalgcznika — do wykorzystania w przysztych publikacjach.

Podsumowujac, rozprawa jest $wiadectwem niezwykle rozleglego obszaru zainte-



resowan badawczych doktoranta, od ukladéw hiperbolicznych na plaszczyznie czy tez
powierzchniach gladkich, poprzez dynamike symboliczng i zerowymiarows, po poto-
ki specjalne. Interesujg go atraktory maksymalne i chaotyczne, pojecia z dynamiki
topologicznej jak laficuchowa tranzytywnodé, jednostajna sztywnosé, kodowanie do-
wolnych ukladéw topologicznych w jezyvku pokryé grafowych, wlasno$é mieszania,
mieszanie wyzsgych rzedéw, hipoteza Rochlina i wiele innych. To wyjatkowo boga-
te zestawienie, zwlaszceza, jedli si¢ wezmie pod uwage wezesny etap kariery naukowej.
Rozprawa jest manifestacja szerokiej i rzetelnej wiedzy i doskonalej orientacji w litera-
turze. Uzyskane wyniki sg oryginalne (cho¢ moze jeszcze nie przetomowe, gdyz na ogét
s to uogolnienia wynikéw uzyskanych przez innych autoréw). Kandydat swobodnie
postuguje sie rozmaitymi technikami stosowanymi w teorii ukladoéw dynamicznych i
potrafi nietrywialnie je modyfikowaé, dostosowujac do swoich potrzeb. Wszystko to
dowodzi dojrzaloéci naukowej pozwalajace] nawigzaé kontakt, a w niedalekiej przy-
szlosci wspotprace, z wiodacymi autorytetami w wielu modnych kierunkach badan.
Moéwiae krotko, w mojej opinii przedstawiona rozprawa spelnia wszelkie zwy-
czajowe i ustawowe wymogi stawiane pracom doktorskim. Moje pozytywne
odpowiedzi na obowigzkowe pytania w recenzji zostaly powyzej uzasadnione w sposéb,
mam nadzieje, niebudzacy watpliwosci.

Ponadto, majac na uwadze bardzo wysoki poziom naukowy rozprawy oraz fakt
spelniania wymogow z duzg nawigzks, stawiam formalny wniosek o wyréZnienie
rozprawy. Tym stwierdzeniem koiicze recenzje.
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Tomasz Downarowicz

Zatgcezniki:
1. Lista dostrzezonych literéwek



Zatgcznik nr 1.

Lista dostrzezonych literowek

Str. 17, wiersz —13: jest IntCy ., ma byt IntCy
Str. 18, wiersz 6: jest follow, ma byé¢ it follows
Str. 18, wiersz 13: jest d{g™(2),¢"(p)) ma by¢ dist{¢g"(2),g"(p)) (podobnie w
wierszu 14)
Str. 18, wiersz 19: jest U ma byé U {dwa razy)
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Str. 20, wiersz 14: jest fop ma byé fio
Str. 21, wiersz 6: jest 7 : R? - R? mabyé m :R2—-R
Str. 30, wiersz 6: jest manifolds, ma byé manifold
Str. 34, wiersz 1 (podpis pod rysunkiem): jest first n-th return, ma byé albo first
albo nth
Str. 41, wiersz —9: jest BC(GP)C Brak nawiasu — nie jest jasne, czy to jest dopelnienie
kuli, czy kula wokol dopelnienia.
Str. 41 i 42, caly lemat 1.6.8: {to jest jedyna uwaga merytoryczna) Ten lemat jest
standardowy. Nie ma potrzeby zaklada¢, ze G jest gladks krzywa (nota bene stowa
“images of” w zalozeniach sg zbedne). Wystarczy, ze sa to zbiory zwarte. Ze wzoru
(1.19), funkcja p — Ap jest infimum (w sensie przekroju) funkcji ciagtych p — F’ i
supremum funkcji ciagltych p — G7. Zatem jest to funkcja zaréwno gornie jak I dolnie
polciggla, czyli ciggta.
Str. 48, wiersz 12: jest homeomorphism, ma byé homomorphism
Str. 49, wiersz —14: jest ¢ : V — V is induced by the inclusion, if ¢(V) C U,
prawdopodobnie miato byé ¢(V) — U is induced by the inclusion, if V € #(V) for
alvVeV
Str. 49, wiersz ~12: jest partitions, ma byé refining partitions (poza tym brak
odnosnika — czyje to twierdzenie)
Str. 55, wiersz 7: Moze warto przypomuied, ze grafy sa z zalozenia skoriczone, wige to
zatozenie implikuje istnienie petli.
Str. 56, wiersz 12: jest H ma byé H
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Str. 57, wiersz 1: jest wp(vy) =i ...7, Obraz krawedzi jest tu sciezka, co przeczy
wezedniejszym zalozeniom.
Str. 57, drugi akapit: To wyjasnienie powinno by¢ dane wezeéniej. Bez niego poprzedni
akapit jest niezrozumialy.
Str. 57, wiersze 20 i 21: jest single vertex with two directed loops -, and v, Weze-
énjej powiedziano, ze rézne krawedzie o wspdluym poczatku i wspdlnym koricu sg
zabronione.
Str. 57, wiersz —6: jest #{appearences of 7' in 7, ()} To jest mylace. Homomorfizm
grafowy przeprowadza krawedzie na krawedzie, a nie na éciezki. Ewidentnie to jest
jednak dopuszczone dla weighted graph covers. Tez szczegbt powinien by¢ wyjasniony
wezedniej.
Str. 71, wiersz 9: jest time-change, ma by¢ time-changes
Str. 72, wiersz —7: jest (8,,0.) € Y To jest zupelnie niejasne w tym miejscu, zanim
pojawia sie odpowiednie wyjasnienia.
Str. 77, wiersz —5: jest increasing sequence, ma by¢ increasing sequence of integers
Str. 78, wiersz 10: jest M2 Albo to oznaczenie nie bylo zdefiniowane, albo bylo zbyt
dawno.



Str. 78, wiersz 13: jest K. Czy to jest to samo co K, dla e zamiast 47

Str. 79, wiersz 12: Nalezy wspomnieé, ze € jest wezesniej ustalony.

Str. 79, wiersz 19: jest fi, (x4,0) Na jakim zbiorze jest tym razem zdefiniowane f;?
Str. 83, wiersz —9: jest supy, 5 g — infi,5)(g), ma byé supy, 4(g) — infiap(g)

Str. 93, wiersz 6: jest satisfy, ma by¢ satisfies

Str. 102, wiersz —1 jest Corollat, ma byé Corollary
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