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Recenzja rozprawy doktorskiej
Przemystawa Kucharskiego

»Models of dynamical systems based on first return maps”

Rozprawa doktorska Przemystawa Kucharskiego dotyczy kilku doéé réznych klas ukladéw dynamicznych
i 1aczy zagadnienia z dynamiki gladkiej, topologicznej i ergodycznej. Poszczegdlne rozdzialy maja w
duzej mierze niezalezny charakter, ale spina je wspdlny motyw wykorzystywania konstrukeji opartych
na odwzorowaniach pierwszego powrotu do modelowania i analizy dynamiki. Praca jest przez to szeroka
tematycznie i technicznie wymagajaca; w mojej ocenie wladnie ta réznorodnodé problemdéw i stosowanych
metod jest jedna z jej mocnych stron.

W Rozdziale 1 autor bada wlasnosci chaotyczne dwuwymiarowych zaburzet odwzorowan unimodalnych.
Bez wchodzenia w techniczne szczegdly, sa tu rozpatrywane dwa gidéwne problemy. Twierdzenie A dotyczy
istnienia chaotycznego atraktora i wlasnodci dynamiki na tym zbiorze. Bardziej subtelne twierdzenie B do-
tyczy natomiast tego, czy ten naturalny kandydat na atraktor jest maksymalnym zbiorem niezmienniczym
w odpowiednim otoczeniu, a wiec calym lokalnym atraktorem.

Kontekst, w ktérym sformutowane sg te wyniki, obejmuje i uogélnia kilka sytuacji obecnych wczedniej w
literaturze: rodziny form normalnych zderzeni granicznych (border-collision normal forms), rodziny typu
Loziego i Hénona, a takze pewne zaburzenia odwzorowan Misiurewicza czy rodziny typu Wang—Younga.
Uklady spelniajace odpowiedni zestaw zalozenn autor nazywa rodzinami dopuszczalnymi.

Twierdzenie A pokazuje, ze przy silniejszych zalozeniach naturalny kandydat na atraktor ma chaotyczna
dynamike, w szczegdlnosei otrzymuje sie mieszanie oraz gestoéé punktéw okresowych. Dla wielu klasycznych
rodzin sam fakt wystepowania takiej dynamiki byl juz wczesniej znany, a nowos¢ wyniku polega przede
wszystkim na ujeciu tych rezultatéw w jednym, bardziej ogdlnym schemacie.

Twierdzenie B dotyczy bardziej delikatnego problemu maksymalnoéci atraktora. Do jego rozwigzania
autor wykorzystuje model renormalizacyjny oparty na odwzorowaniu pierwszego powrotu. Dla rodziny
Loziego podobne zjawisko byto juz znane 7 wczesniejszej opublikowanej pracy autora (ktdra jest, obok
drugiej pracy w przygotowaniu, bazg tego rozdzialu), a dla rodzin Hénona istniaty wczedniejsze wyniki
szczegllne. Istotna nowoscia rozdzialu jest proponowane rozszerzenie tego mechanizmu na znacznie szerszg
klase rodzin dopuszczalnych.

To wladnie w tej czesci najlepiej widaé zwiagzek rozdziatu z gléwnym motywem calej rozprawy. W
§ 1.5 autor konstruuje model renormalizacyjny oparty na odwzorowaniu pierwszego powrotu, a w §1.6
wykorzystuje jego geometrie do analizy maksymalnosci atraktora. Idea wykorzystania w tym kontekécie
modelu renormalizacyjnego opartego na powrotach do odpowiednio wybranego obszaru pochodzi z
wczedniejszej pracy Ou i pojawia sie réwniez w artykule kandydata dotyczacym rodziny Loziego. W
przypadku zachowujacym orientacje dowdd Twierdzenia B rozdziela analize orbit omijajacych otoczenie
zbioru krytycznego od tych, ktére do niego wehodza. Dodatkowo autor wykazal ciggtoéé badanych
atraktoréw w metryce Hausdorffa.

Sa to bez watpienia wyniki ciekawe i, w mojej ocenie, godne publikacji. Sam rozdzial jest jednak napisany
do$é hermetycznie, bardziej jak artykul badawczy niz rozprawa doktorska. W szczegdlnosci, skoro autor
wielokrotnie podkresla, Ze otrzymane wyniki uogélniajg wezesniejsze rezultaty, zdecydowanie warto byloby
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choé krétko przywolaé zalozenia i wnioski tych wezedniejszych twierdzen. W obecnej wersji sprawdzenie,
na czym dokladnie polega uogdlnienie i co jest rzeczywiscie nowe, wymaga od czytelnika samodzielnego i
dos$é zmudnego poréwnywania kolejnych prac.

Podobny problem pojawia sie przy definicji rodzin dopuszczalnych. Autor ogranicza sie do stwierdzenia, ze
“similar definition can be found in [69]”, a nastepnie wprowadza warunki (A1)—(A3), nastepnie mocniejsze
zalozenie (A3H), dodatkowy warunek wysokiej ekspansji (A3E) oraz (B1)-(B3). W moim odczuciu relacja
pomiedzy (A3H) i (A3) zostala opisana zbyt krétko. Dodatkowo sama definicja 1.3.4 nie jest w peini
spéjna z dalsza czescia tekstu: wymienione sa w niej warunki (A1)-(A2) oraz (B1)—(B3), natomiast (A3)
zostaje pominiete, choé bezposrednio pézniej autor ustala stale zwigzane z (A3) i korzysta z tego zalozenia
w dalszych argumentach. Domyélam sie, ze sa to kwestie czysto redakcyjne, ale nie ulatwiajg one lektury.

Kluczowy lemat 1.3.9 réwniez wymagalby, moim zdaniem, staranniejszego sformutowania i przedstawienia
dowodu. W szczegdlnoéci w przedstawionym dowodzie nie widaé jasno, w jaki sposéb stata cp miataby zostaé
wybrana niezaleznie od §, czego wymaga sformulowana teza. Nie jest to wylacznie kwestia kosmetyczna,
poniewaz dalsze czedci rozdziatu odwoluja sie do tego lematu, bezposrednio lub poprzez stwierdzenie 1.3.11,
w szezegdlnosel w lemacie 1.3.16. Ten fragment wymaga wiec poprawienia i dokladnego uporzadkowania
zaleznosci pomiedzy parametrami. Istotne jest przy tym sprawdzenie, czy problem dotyczy jedynie
sformulowania i organizacji dowodu, czy tez wymaga dodatkowego zalozenia albo ostabienia zakresu
Twierdzeri A i B oraz tych elementéw konstrukeji renormalizacyjnej, ktére korzystaja z Lematu 1.3.9.

Jednoczesnie nawet gdyby ostatecznie okazalo sie, ze przejécie od rodziny Loziego do calej klasy rodzin
dopuszczalnych wymaga jakiego$ dodatkowego zalozenia albo nieco stabszego sformulowania, nie podwa-
zaloby to, moim zdaniem, wartosci naukowej catego rozdziatu. Juz sam wezeéniej opublikowany wynik
dotyczacy maksymalnosci atraktora dla rodziny Loziego, uzyskany za pomoca odrebnego dowodu opartego
na analizie odwzorowania pierwszego powrotu, stanowi wystarczajaco bogaty i nietrywialny material na
solidny rozdzial rozprawy doktorskiej.

Na pochwale zastugujg kolorowe rysunki. Przy tak geometrycznym charakterze argumentéw sg one
naprawde potrzebne; bez nich lektura tego rozdzialu, zwlaszcza przez osobe niebedacs specjalista w
dynamice hiperbolicznej, bylaby miejscami bardzo trudna.

Rozdzial 2 dotyczy przede wszystkim pokryé grafowych jako sposobu kodowania dynamiki. Zasadniczy
wklad obejmuje:

« uogbélnienie standardowej tego typu konstrukcji w §2.4 na sytuacje ogdlng (standardowo robi sie to
w przypadku ukladéw topologicznych zerowymiarowych),

» grafowe charakteryzacje wybranych wlasnoéci dynamicznych ukladéw Cantora w §2.5
« opis przej$¢ miedzy pokryciami grafowymi a diagramami Bratteliego—Vershika w §2.7.

W szezegblnosei, okazuje sie, ze pewne wiasnosci ukladu mozna odezytywaé bezposrednio z kombinatoryki
odpowiadajacych mu graféw. Zwiazek z motywem przewodnim rozprawy, czyli odwzorowaniami pierwszego
powrotu, pojawia sie poprzez wieze Kakutaniego—Rokhlina: wysoko$é wiezy jest czasem powrotu do bazy,
ktoéry w reprezentacji grafowej odpowiada diugosci odpowiedniej éciezki, a w modelu wazonym moze by¢
kodowany waga krawedzi.

Punktem wyjécia jest klasyczna charakterystyka ukladéw zero-wymiarowych przez granice odwrotne
pokryé grafowych. Autor zaznacza, Ze korzysta z “nieco rozszerzonej wersji” [57, Lem. 3.5], ale nie wyjasnia,
na czym dokladnie to rozszerzenie polega. Na potrzeby dalszej lektury i oceny tego rozdziatu przyjmuje te
charakterystyke jako standardowy punkt wyjécia. W §2.4 autor wprowadza, obok graféw dynamiki (G;),
dodatkowe grafy (F;), ktére kodujg nakladanie sie elementéw pokryé otwartych i pozwalaja przejéé poza
przypadek zero-wymiarowy. Sama idea tej konstrukcji jest naturalna: dodatkowy graf ma pamietaé relacje
pomiedzy elementami pokrycia, ktérych nie mozna juz rozdzieli¢ za pomoca partycji na zbiory domknieto-
otwarte. W warunkach (DS4) i (DS5), a takze w odpowiadajacym im miejscu dowodu Twierdzenia 2.4.3,
wydaje sie, ze (E(F;)) powinno zostaé zastapione przez (E(F;_1)), poniewaz obrazy przez (¢;) nalezg do
poziomu 7 — 1.

W Sekeji 2.5 autor przedstawia, miedzy innymi, wyniki pochodzace ze wspdtautorskiej pracy J. Borotfiskiego,



H. Bruina i P. Kucharskiego, przekladajace wybrane wlasnosci dynamiczne ukladéw Cantora na warunki
kombinatoryczne dotyczace odpowiadajacych im pokryé grafowych. Za szczegdlnie interesujacy uwazam
wynik dotyczacy jednostajnej sztywnosei (Twierdzenie 2.5.6), z ktérego wynika, ze tranzytywny jednostajnie
sztywny uklad Cantora jest odometrem. Tego typu wyniki dobrze pokazuja sens stosowania pokryé
grafowych: wlasnoé¢ dynamiczna uktadu zostaje zastapiona warunkiem dotyczacym skonczonych obiektéw
kombinatorycznych.

Sekcja 2.6 pelni przede wszystkim role pomostu pomiedzy rozbiciami Kakutaniego—Rokhlina a pokryciami
grafowymi. W §2.7 autor przechodzi natomiast do diagraméw Bratteliego—Vershika i opisuje procedury
przechodzenia pomiedzy tymi dwoma sposobami kodowania dynamiki. Nie jest to jedynie zmiana jezyka:
przy odtwarzaniu struktury graféw z diagramu Bratteliego—Vershika pojawiaja si¢ dodatkowe subtelnodci, a
w szczegblnodel moze byé konieczne teleskopowanie w celu uzyskania dodatniej kierunkowosci odwzorowan
wigzgcych. Warto tez zaznaczy¢, ze diagramy Bratteliego—Vershika sa formalnie wprowadzone dopiero w
§2.7, mimo ze autor odwoluje sie do nich juz wczedniej — te kolejnoéé dobrze by bylo zmienié.

Rozdzial 3 dotyczy tematyki szczegblnie aktualnej, zwiazanej z mieszaniem wielokrotnym w ukitadach
parabolicznych i ogdlnym otwartym problemem Rokhlina czy mieszanie pociaga za soba mieszanie
wszystkich rzedéw. Wyniki wpisuja sie w zywy obecnie kierunek badai nad mechanizmami mieszania w
ukladach o zerowej entropii. Autor pokazuje mieszanie wszystkich rzedéw w nastepujacych kontekstach:

« analityczne zamiany czaséw potokéw translacyjnych na torusie n-wymiarowym, dla ktérych wezedniej
mieszanie wykazal B. Fayad,

« zamiany czaséw w nilpotokach Heisenberga badanych przez A. Avile, G. Forniego i C. Ulcigrai.

Wklad autora rozprawy w teori¢ mieszania potokéw mozna bardzo krétko podsumowaé w nastepujacy
sposéb. A. Kanigowski i D. Ravotti wprowadzili abstrakcyjna wlasnoéé LUS (ang. locally uniformly
shearing flows) 1 wykazali, ze dla potokéw mieszajacych pociaga ona za soba mieszanie wszystkich rzedéw.
Sformutowali réwniez, w jezyku potokéw specjalnych, warunki pozwalajace zweryfikowaé LUS za pomoca
kontrolowanego rozciggania sum Birkhoffa funkcji dachowej. Argument ten nawiazuje do klasycznych idei
siegajacych dowodu Marcusa dla potokéw horocyklicznych. Z drugiej strony, w konstrukcjach B. Fayada,
mieszanie gladkich reparametryzacji potokéw liniowych na torusach wynika z precyzyjnych oszacowan
pochodnych sum Birkhoffa, przy czym kierunek, w ktérym obserwuje si¢ odpowiednie rozcigganie, moze
zalezeé od skali czasu. Mechanizm typu shearing (w ustalonym kierunku centralnym) wystepuje w wynikach
A. Avili, G. Forniego i C. Ulcigrai dotyczacych zmian czasu nilpotokéw Heisenberga.

Nowo$éé w rozprawie Kucharskiego polega na polaczeniu tych dwéch podejéé. Autor modyfikuje formalizm
Kanigowskiego—Ravottiego, dopuszczajac w definicji dobrego potoku specjalnego dezintegracje zalezng
od rozwazanego uktadu czaséw, oraz uogdlnia kryterium oparte na pochodnych sum Birkhoffa na bazy
torusowe wyzszego wymiaru. Nastepnie pokazuje, ze oszacowania stojace za wczedniejszymi dowodami
mieszania Fayada oraz Avili-Forniego—Ulcigrai spelniaja tak zmodyfikowane warunki. Pozwala to przej$é
od znanego wczeéniej mieszania do mieszania wszystkich rzedéw. Gléwnym narzedziem jest przy tym
reprezentacja potoku jako potoku specjalnego oparta na odwzorowaniu pierwszego powrotu; weryfikacja
odpowiednich warunkéw opiera si¢ w szczegdlnosdci na oszacowaniach pierwszej pochodnej sum Birkhoffa,
zapewniajacych duze rozciaganie, oraz drugiej pochodnej, kontrolujacej dystorsje tego rozciagania.

Podsumowanie

Rozprawa jest technicznie ambitna i obejmuje szeroki zakres poje¢ oraz metod z réznych czesci teorii
ukladéw dynamicznych. Najwicksze wrazenie robi wlasdnie szerokosé tematyczna pracy i umiejetnoéé
wykorzystania wspélnego motywu odwzorowan pierwszego powrotu w trzech dosé odlegtych problemach.
Jednoczeénie miejscami tekst jest zbyt lakoniczny i zaklada od czytelnika duzg znajomo$é literatury.
Doceniam jednak prébe ujednolicenia materialu pochodzacego z kilku prac i nadania rozprawie wspélnej
narracji, zamiast prostego zestawienia niezaleznych artykutéw.

Wskazane wyzej uwagi krytyczne dotycza zaréwno sposobu prezentacji, jak i kilku miejsc wymagajacych
dokladniejszego uzasadnienia lub doprecyzowania zakresu twierdzed. Nie zmieniaja one mojej ogéinej
pozytywnej oceny rozprawy.
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W mojej ocenie rozprawa Przemystawa Kucharskiego stanowi oryginalne rozwigzanie problemu naukowego,
a przedstawione wyniki — w szczegdlnoséci wezedniej opublikowany wynik dotyczacy maksymalnodci atraktora
dla rodziny Loziego, oparty na szczegblowej analizie odwzorowania pierwszego powrotu, konstrukeja pokryé
grafowych dla ukladéw wyzszowymiarowych oraz nowe wyniki dotyczgce mieszania wszystkich rzedéw dla
rozwazanych zamian czasu potokéw parabolicznych — $wiadczg o tym w sposéb przekonujacy. Kandydat
wykazal si¢ przy tym ogblna wiedza teoretyczng w dyscyplinie matematyka, obejmujacag dynamike gtadka,
topologiczng i ergodyczna. O samodzielno$ci naukowe] kandydata Swiadczy w szczegblnoscei jednoautorski
charakter kilku prac stanowiacych podstawe rozprawy, w tym prac lezacych u podstaw rozdzialéw 11 3, a
takze opublikowanej pracy dotyczacej pokryé grafowych ukladéw wyzszowymiarowych. Czesé wynikéw
rozdziatu 2 pochodzi ponadto z pracy wspélautorskiej dotyczacej algorytméw przejscia miedzy pokryciami
grafowymi a diagramami Bratteliego—Vershika.

W mojej ocenie praca spelnia wymagania prawne i zwyczajowe stawiane rozprawom doktorskim w
dyscyplinie matematyka i wnosze o dopuszczenie jej autora do dalszych etapéw postepowania w sprawie
nadania stopnia doktora.
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