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Wyktadnik Markowa w przestrzent L, dla zbiorow z ostrzami oraz nierownosct
typu Markowa na pewnych rozmaitosciach algebraicznych

Uwagi ogoélne

Dr Tomasz Andrzej Beberok ukonczyt studia magisterskie w 2010 roku na Uniwersytecie Peda-
gogicznym im. Komisji Edukacji Narodowej w Krakowie. Nastepnie w 2015 roku uzyskat stopien
doktora nauk matematycznych na Wydziale Matematyki i Informatyki Uniwersytetu Jagiellonskiego
na podstawie rozprawy Funkcja jadrowa Bergmana i problemy z nig zwigzane napisanej pod kie-
runkiem prof. Mirostawa Barana. Po doktoracie odbyt roczny staz naukowy (9 listopada 2015 — 30
wrzesnia 2016) w Turcji w Sabanci University, Faculty of Engineering and Natural Sciences.

Dr Tomasz Andrzej Beberok zajmuje sie szeroko rozumiang analiza matematyczng i jej zasto-
sowaniami. Obejmuja one teorie operatoréw, teorie aproksymacji czy teorie funkcji rzeczywistych.
Warto réwniez dodaé, ze w pracach kandydata pojawiaja sie réwniez pewne elementy geometrii al-
gebraicznej o czym $wiadczy tytut przedstawionej rozprawy. Dorobek naukowy kandydata stanowia
22 prace naukowe opublikowane w dobrych i bardzo dobrych czasopismach z analizy matematycz-
nej. Sa to czasopisma majace 100 i 70 pkt. ministerialnych. Nalezy tu jednak zwréci¢ uwage, ze
czasopisma dotyczace analizy matematycznej i jej zastosowan sg z reguty, zdaniem recenzenta, nie-
doszacowane na liscie ministerialnej. Dr Tomasz Beberok wygtosit réwniez kilkanascie wyktadéw na
miedzynarodowych konferencjach matematycznych. Obecnie realizuje samodzielny grant Miniatura.
W przesztosci byt wykonawca w grancie OPUS kierowanym przez dr hab. Leokadie Biatas-Ciez prof.
uJ.

Jako rozprawe habilitacyjna: Wyktadnik Markowa w przestrzeni Ly, dla zbioréw z ostrzami oraz
nierdwnosci typu Markowa na pewnych rozmaitosciach algebraicznych kandydat przedstawit 6
powigzanych tematycznie prac naukowych oznaczonych w jego autoreferacie A1-A6.

Uwagi szczegdlowe

Cykl artykutéw poswiecony jest nieréwnosciom Markowa, ktérych poczatki siegaja XIX wieku
i badan nad zaleznosciag miedzy gestoscig roztworu a stezeniem (Mendelejew, 1880). Z czasem
doprowadzito to do pytania o relacje miedzy norma wielomianu a normga jego pochodnej. Odpowiedz
na nie sformutowat Markow, pokazujac, ze norma pochodnej wielomianu moze by¢ oszacowana przez
kwadrat jego stopnia oraz norme samego wielomianu.

1P'|[(=1,1) < (deg P)?||P||(=1.1)-

Wynik ten jest optymalny.

Nieréwnos¢ Markowa szybko znalazta liczne zastosowania i stata sie przedmiotem dalszych badan.
W przypadku wielu zmiennych rozwdj teorii nastapit pézniej i poczatkowo dotyczyt gtéwnie zbioréw
wypuktych. Waznym krokiem byto uogélnienie uzyskane w 1980 roku (Goetgheluck, 1980) dla



zbioréw postaci
Diy={(z,y) eR*:0<y<a" 0<2<1}, k>1,

ktére posiadaja osobliwos¢ typu wielomianowego w punkcie (0,0). Pokazano tam, ze dla wielomia-
néw dwéch zmiennych zachodzg odpowiednie oszacowania ich pochodnych, przy czym wyktadniki w
tych nieréwnosciach sa optymalne. Obecnos¢ osobliwosci w punkcie (0,0) powoduje, ze wyktadnik
przy pochodnej wzgledem drugiej zmiennej nie moze by¢ mniejszy niz 2k.

Rozwazmy teraz analogiczne zagadnienie w przestrzeniach LP. Niech 1 < p < oo oraz niech P
bedzie wielomianem stopnia co najwyzej n. Zamiast normy supremum rozpatrujemy teraz norme
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Uzyskanie analogicznych nieréwnosci typu Markowa w tym przypadku okazuje sie znacznie trud-
niejsze i wymaga bardziej subtelnych narzedzi analitycznych. Mimo to zachodza oszacowania postaci

1P| o=1,1)) < C(p) n?|| Pl Lo(1=1,1)),

gdzie stata C'(p) zalezy jedynie od p. Podobnie jak w przypadku normy supremum, rzad zaleznosci
od stopnia wielomianu jest optymalny.

W pracy [Al] kandydat podat przyktad zbioru o osobliwosci podobnej do D dla k = 2 oraz
wykazat, ze optymalny wykfadnik w normie LP jest taki sam jak w normie supremowej. Byt to
pierwszy tego typu przyktad w literaturze. Zastosowane metody pozwalajg réwniez uzyskac opty-
malne nieréwnosci dla k& € N, co w przyblizeniu oznacza rozwigzanie problemu dla osobliwosci
wielomianowych.

Gtéwnym wynikiem pracy [A3] jest nastepujace:

Twierdzenie 1. Niech [ bedzie funkcjg rzeczywista, wypukta na [0, 1], takg ze f(0) = f'(0) =
0, f'(1) < o0 oraz f(t) >0 dlat € (0,1]. Niech

®={(z,y) eR*: 2| <1, 0<y < f(a?)}.

Wowczas dla 1 < p < oo istnieje stata C > 0 taka, ze dla kazdego wielomianu P stopnia co
najwyzej n zachodzi
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Ponadto, jesli istnieje stata I > 0 taka, ze If(x) > xf'(x) dla x € [0,1], to oszacowanie jest
asymptotycznie optymalne.
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Twierdzenie to obejmuje szeroka klase zbioréw z osobliwosciami. W szczegélnosci dla f(z) = 2*/2,
k > 2 dostaje sie rezultat A. Kroé tj.otrzymujemy ® = D, gdzie

Dp={(z,y) eR?:0 <y < |z]f, |z| <1},

oraz optymalny wykfadnik rzedu n*.

W pracy [A4] autor bada czy zmiana dolnego ograniczenia w zbiorze D) wptywa na wyktadniki
w nieréwnosciach Markowa. W normie supremum pozostaja one bez zmian, natomiast w normach
LP problem jest trudniejszy i wymaga odmiennych metod.

Twierdzenie 2. Niech f : [0,1] — [0,00) bedzie funkcig wypuktq takq, Ze f(0) = f/(0) =0
oraz f'(1) < co. Zatoimy, ze istniejq state a > 0 i k € N, k > 2, takie, ze f(1) > a oraz f'/*
jest funkcjq wklestq na (0,1). Niech

K={(z,y) eR*:0<2<1, az" <y < f(z)}.



Wowczas dla kazdego 1 < p < oo istnieje stata C' > 0 taka, zZe dla dowolnego wielomianu P
stopnia co najwyzej n zachodzq nierownosci
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Dlaa € R?, r > 0, u € S definiujemy walec

Lo(r,u) == {z € RY: ||z —a||2 < r? + (z — a,u)?},
oraz przez l,(u) oznaczamy prosta przez x o kierunku u.

Definicja. Zbiér K C R? jest typu graph domain wzgledem L,(r,u), jezeli dla kazdego z €
B(a,r) mamy
lo(u) N K = [Ay(2), Az (2)],

gdzie Ay, A, s3 ciaggte oraz
inf [|A;(z) — Aa(x)|]2 > 0.
z€B(a,r)

Zbiér K jest typu piecewise graph domain, jezeli mozna go pokryé skonczong liczba takich
walcéw, dla ktérych jest typu graph domain.

Definicja (jedno z najsilniejszych ostrzy). Niech K C R? oraz z € K. Méwimy, ze 2z
jest jednym z najsilniejszych ostrzy zbioru K, jezeli istnieje walec L,(r,u), wzgledem ktérego K
jest zbiorem typu graph domain, oraz punkt b € B(a,r) taki, ze z = Ay(b) oraz dla wszystkich
dostatecznie duzych n € N zachodzi
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Gtéwnymi rezultatami [A5] sa nastepujace twierdzenia:

Twierdzenie 3. Niech K C R? bedzie zbiorem typu piecewise graph domain. Zatdzmy,
ze jedno z nagsilniejszych ostrzy zbioru K jest reqularne. Niech (e,,) bedzie ciggiem rozwigzan
rOWNania c

2n2wK<—z> =1, neN.
n

Wowczas istnieje stata ¥ > 0 oraz cigg wiclomianéw (P )nen, gdzie P, € Ppy1(R?), taki ze
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gdzie wg () jest tzw modutem ciagtosci brzegu zbioru K.
Twierdzenie 4. Niech (g,,) bedzie ciggiem liczb rzeczywistych takim, zZe

0<epi1 <ep, lim ¢, =0,

n—oo

oraz istniejg state I > 0 i (C,) takie, zZe (dla wszystkich n i m)

En Em Em 1 1
B O (S5- ),
n?2 m2 - 2 \m?2 n?



T
lim — sup{C,, : n € N} < o0,

n—oo &,

Wéwczas istnieje zbior zwarty D C R?, stata M > 0 oraz cigg wielomianéw (Pp)nen (pr2y
czym P, € P,11(R?) dla kazdego n € N) taki, ze

IVEullr iy m?
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oraz dla dowolnego Q € P,(R?) zachodzi
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gdzie P, (R?) oznacza klasg wszystkich wielomianéw algebraicznych d zmiennych o wspétczynnikach
rzeczywistych i stopniu co najwyzej n.

W pracach [A2] i [A6] dr Beberok rozwaza niergwnosci Markowa na pewnych zbiorach algebra-
icznych. W pracy [A2] rozwazany jest zbiér:

V={(z1,....20) e RY: 2} = Qo(y) + Q1(y)xi + - + Qn_a(y)z) '},
Gtéwnym wynikiem pracy [A2] jest nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 5 Jesli E jest Ci°-determinujgcym zwartym podzbiorem V., to réwnowazne sq
nastepujgce warunki:

(i) (Nierownosé Markowa wzgledem P(y) @ Py_1(x")) Istniejq dodatnie state M ir takie, Ze
dla kazdego wielomianu P € P(y) @ Py_1(z*) oraz kazdego o € N& zachodzi

ID* Pl < M(deg P)" || P||s.
(ii) Istniejq dodatnie state M ir takie, ze dla kazdego P € P(y)@Pn_1(z*) stopnia co najwyzej
n,n=12 ..., mamy

|P(z)| < M||P||lg dlax € E,:={xcR?: dist(z, E) <1/n"}.

(11i) (Twierdzenie typu Bernsteina) Dla kazdej funkcji f : E — R, jesli cigg
{distg(f, Pi(y) @ Py-1(z")) hien

jest szybko malejacy, to istnieje funkcja f € CP(RY) taka, ze
fle=1.

W pracy [A6] autor rozwaza zwiazki pomiedzy , zdefiniowanymi w tej pracy, nieréwnosciami typu
Kotmogorowa, lokalng nieréwnoscig V,, ,-Markowa, nieréwnoscia V;, .,-Markowa oraz wtasnoscia
przedtuzania. Pokazuje, ze dla pewnych zbioréw pojecia te s3 réwnowazne

Twierdzenie 4.9. Dla kazdego zwartego i C;, -determinujacego zbioru £ C V,,,, nastgpujace
warunki s3 réwnowazne:

(i) E spetnia nieréwnos¢ typu Kotmogorowa

(ii) E spetnia lokalng nieréwnos¢ V;,, ,,-Markowa
(iii) E spetnia nieréwnos¢ V,, ,-Markowa
)

(iv) E ma wtasnos¢ przedtuzania ograniczonego.



Konkluzja

Przedstawiony przez dr Tomasza Andrzeja Beberoka cykl publikacji dotyczacy wyktadnika Mar-
kowa oraz nieréwnosci typu Markowa zawiera ciekawe wyniki matematyczne. Nalezy zaznaczyé, ze
chociaz rozwazane przez niego problemy i pytania maja stosunkowo proste sformutowanie to udzie-
lenie sensownych odpowiedzi na nie wymaga zastosowania subtelnych metod analitycznych. Wyniki
uzyskane przez kandydata moga mie¢ potencjalne zastosowanie w numerycznym rozwigzywaniu pro-
bleméw fizyki matematycznej, inzynierskich czy szeroko pojetych zastosowan matematyki.

Whiosek. Przedstawiona rozprawa spetnia wymogi formalne stawiane rozprawom habilitacyjnym
okreslonymi w art. 219 ust. 1 pkt 2, ustawy z dnia 20 lipca 2018 r. "Prawo o szkolnictwie wyzszym
i nauce” (Dz. U. z 2023 r. poz. 742 ze zm.). Wnosze zatem o nadanie dr Tomaszowi Andrzejowi
Beberokowi stopnia doktora habilitowanego w dziedzinie nauk $cistych i przyrodniczych w dyscyplinie
matematyka.

Piotr Krason



