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1. Charakterystyka ogélna osiggniecia

Cykl dotyczy nieréwnosci typu Markowa, a wiec klasy zagadnien nalezacych do klasyczne-
go rdzenia teorii aproksymacji wielomianowej. Tematyka ta jest dobrze osadzona w mate-
matyce analitycznej, taczy sie z teorig aproksymacji, analiza funkcjonalng, wtasnosciami
przedtuzania funkcji klasy C'*°, a takze z badaniem geometrii zbioréw osobliwych i alge-
braicznych.

W przedstawionym cyklu mozna wyrdézni¢ dwa blisko powigzane nurty badawcze.
Pierwszy z nich obejmuje prace poswiecone nieréwnosciom Markowa w normach LP dla
domen z ostrzami, domen cuspidalnych oraz zbioréw UPC. Do tej grupy naleza prace [Al],
[A3], [A4] i [A5]. Drugi nurt tworza prace [A2] i [A6], w ktorych autor rozwaza uogdlnienia
nieréwnosci typu Markowa, lokalnej nieréwnosci Markowa, nieréwnosci typu Kolmogoro-
wa oraz wlasnosci Bernsteina dla pewnych rozmaitosci i zbioréw algebraicznych.



Juz na tym etapie nalezy stwierdzi¢, ze przedstawiony cykl jest tematycznie powiazany.
Nie jest to zbior przypadkowych publikacji, lecz konsekwentnie prowadzona linia badaw-
cza skupiona wokot nieréwnosci typu Markowa oraz ich zastosowan i uogélnien. Warto
zarazem zaznaczyc¢, ze spojnos¢ ta ma charakter dwucztonowy: z jednej strony autor bada
ostre wyktadniki i nieréwnosci w normach catkowych dla domen z osobliwo$ciami, z dru-
giej za$ strukture nierownosci Markowa i pokrewnych wlasnosci na wybranych zbiorach
algebraicznych.

2. Omowienie wynikéw skladajacych sie na osiggniecie

2.1. Prace dotyczace wykladnika Markowa w normie L” dla zbio-

row z ostrzami

W pracy [A1] autor rozpatruje szczegdlna domene cuspidalna, tzw. domene Koornwindera,
Q= {(z,y) eR*: 2| <y +1, 2® > 4y},

i wykazuje, ze jej wyktadnik Markowa w normie L? jest réwny 4. Wynik ten ma znaczenie,
poniewaz stanowi przyktad zbioru z ostrzem, dla ktérego udato si¢ doktadnie wyznaczyé
wyktadnik w normie L”. Tego rodzaju rezultaty sa technicznie trudniejsze niz analogiczne
twierdzenia w normie supremum i wymagaja zastosowania metod bardziej subtelnych niz
klasyczne argumenty geometryczne.

Praca [A3] rozwija te tematyke i dotyczy rodzin domen z ostrzami, dla ktérych autor
wyznacza ostre nierownosci typu Markowa w normie LP. Otrzymane rezultaty pokazuja,
ze dla analizowanych rodzin domen wyktadniki w normie L” pokrywaja si¢ z odpowiednimi
wyktadnikami znanymi wczesniej w normie supremum. Jest to wazna obserwacja, gdyz
przez dtuzszy czas nie bylo jasne, czy w normach catkowych nalezy oczekiwac tych samych
rzedéw wzrostu co w normie jednostajne;j.

W pracy [A4] autor rozszerza swoje badania na szeroka klase zbioréw UPC (uniformly
polynomially cuspidal). Jest to niewatpliwie jeden z mocniejszych punktéow cyklu. Autor
uzyskuje ostre nierownosci typu Markowa dla szerokiej rodziny domen, ktére nie mieszcza
sie juz w najprostszych modelach domen cuspidalnych. W ten sposob przechodzi od przy-
ktadow jednostkowych do bardziej systematycznego opisu zjawiska.

Praca [A5] dotyczy odwrotnej nieréwnosci typu Markowa w normie L dla pewnych do-
men cuspidalnych. Autor analizuje tu zagadnienie z perspektywy asymptotycznej ostrosci
znanych oszacowan, w szczegolnosci wynikéw typu Kroo. Oznacza to odejscie od samego
stwierdzenia istnienia nieréwnosci na rzecz doktadniejszego badania, czy uzyskane wcze-
$niej gbérne oszacowania rzeczywiscie majg poprawny rzad. Tego rodzaju prace wzmacniaja,
wczesniejsze twierdzenia i porzadkuja obraz zjawiska.

Podsumowujac ten fragment cyklu, nalezy stwierdzi¢, ze autor rozwija wyrazng i kon-
sekwentng linie badan nad wyktadnikiem Markowa w normach LP dla domen z osobli-

wosciami. Wyniki te sg niewatpliwie oryginalne, poprawnie umiejscowione w literaturze



i merytorycznie wartoSciowe.

2.2. Prace dotyczace zbioréw algebraicznych i wtasnosci typu

Markowa

W pracy [A2] autor przechodzi do zagadnien zwiazanych z nieréwnoscia Markowa i wla-
snoscig Bernsteina dla pewnych hiperpowierzchni algebraicznych. Punktem wyjscia jest
klasyczny fakt, ze dla zbioréw wyznaczajacych klasy C° nieréwnosé Markowa jest row-
nowazna wtlasnosci Bernsteina. Autor uzyskuje odpowiednik tego rezultatu dla pewnych
zwartych podzbioréw rozmaitosci algebraicznych. Jest to wynik o charakterze bardziej
strukturalnym niz w pracach [A1], [A3], [A4]. Nie chodzi tu o obliczenie wyktadnika dla
jednej konkretnej domeny, lecz o przeniesienie klasycznego schematu pojeciowego na nowe
srodowisko geometryczne.

Jeszcze wyrazniej widaé to w pracy [A6], w ktorej autor bada zwiazki pomiedzy nie-
rownoscig typu Markowa, lokalng nieréwnosciag Markowa oraz nieréwnoscia typu Kotmo-
gorowa na pewnych rozmaitosciach algebraicznych. Praca ta ma charakter konceptualny:
autor nie tylko formutuje odpowiednie uogélnienia, ale takze pokazuje ich rownowaznosc.
W rezultacie otrzymuje analog klasycznego schematu Bos-Milman—Ple$niak dla pewnej
klasy zbioréw algebraicznych. Uwazam ten artykut za najbardziej dojrzaty i najsilniejszy
teoretycznie element catego osiagniecia.

Wyniki [A2] i [A6] dobrze uzupetniaja prace o domenach cuspidalnych. Pokazuja,
ze autor nie ogranicza si¢ do rozwigzywania pojedynczych probleméw obliczeniowych, lecz
potrafi takze formutowac i udowadnia¢ twierdzenia o charakterze strukturalnym, osadzone

w szerszym kontekscie teorii aproksymac;ji i teorii przedtuzania funkcji gtadkich.

3. Ocena spdjnosci tematycznej cyklu

Jednym z warunkow ustawowych jest przedstawienie cyklu prac powiazanych tematycznie.
W mojej ocenie warunek ten jest spelniony. Przemawiajg za tym nastepujace argumenty.
Po pierwsze, wszystkie prace dotycza nierownosci typu Markowa lub poje¢ bezposred-
nio z nimi zwigzanych: wykladnika Markowa, nieréwnosci lokalnych, nieréwnosci typu
Kolmogorowa, wtasnosci Bernsteina, a takze probleméw przedtuzania funkcji klasy C>.

Po drugie, wszystkie artykuty mieszcza sic w obszarze teorii aproksymacji wielomiano-
wej na zbiorach nietrywialnych geometrycznie: domenach z ostrzami, zbiorach UPC oraz
rozmaito$ciach algebraicznych.

Po trzecie, miedzy pracami zachodzi rzeczywista ciagtosé¢ merytoryczna. Prace [Al],
[A3], [A4] i [A5] rozwijaja jeden zwarty ciag pytan o optymalne wyktadniki w normie LP
dla zbioréw z osobliwoéciami. Z kolei [A2] i [A6] przenosza $rodek cigezkosci na wlasnosci
strukturalne nieréwnosci typu Markowa na zbiorach algebraicznych, zachowujac jednak

ten sam gtowny rdzen problemowy.



4. Ocena oryginalnosci i wartosci naukowej wynikéw

Przedstawione w cyklu wyniki sa niewatpliwie oryginalne. Autor uzyskuje zaréwno rezul-
taty doktadne, dotyczace wartosci wyktadnika Markowa dla wybranych klas zbioréw, jak
i wyniki o charakterze strukturalnym, opisujace rownowazno$¢ réznych wersji nieréwnosci
typu Markowa i pokrewnych wtasnosci na pewnych rozmaitosciach algebraicznych.

Do najistotniejszych osiggnieé¢ zaliczytbym:

e podanie przyktadow oraz klas domen cuspidalnych, dla ktérych wyznaczono ostre
wyktadniki Markowa w normie LP,

o rozszerzenie tych badan na szersza klase zbiorow UPC,

« zbadanie asymptotycznej ostrosci nieréwnosci typu Markowa dla pewnych domen

cuspidalnych,

o przeniesienie klasycznych zaleznosci miedzy nieréwnoscig Markowa, wtasnoscig Bern-
steina, lokalng nieréwnoécig Markowa i nierownoscig Kolmogorowa na pewne klasy
zbioréw algebraicznych.

Sa to rezultaty wartosciowe i dobrze wpisane w specjalistyczng literature przedmiotu.
Wida¢ znajomosé wezesniejszych prac, trafny dobor probleméw oraz umiejetnosé samo-
dzielnego prowadzenia badan.

5. Czy osiggniecie stanowi znaczny wklad w rozwdj
dyscypliny?

OdpowiedzZ na to pytanie przesadza o konkluzji mojej recenzji.

Nie mam watpliwosci, ze przedstawiony cykl zawiera wyniki nowe i merytorycznie
poprawne. Nie mam takze watpliwosci, ze autor wniést specjalistyczny wktad do badan
nad nieréwnosciami typu Markowa. Uwazam jednak, Ze co innego oznacza oryginalny
1 warto$ciowy wktad do waeskiej specjalnosci, a co innego znaczny wktad w rozwodj dyscypliny
W rozumieniu ustawowym.

W mojej ocenie przedstawione osiagniecie spelnia raczej to pierwsze kryterium niz

drugie. Przemawiaja za tym nastepujace okolicznosci.

5.1. Skala oddzialywania wynikéw

Wryniki cyklu dotycza obszaru wyraznie niszowego, nawet w obrebie samej teorii aproksy-
macji. Jest to tematyka specjalistyczna, rozwijana przez stosunkowo waskie grono badaczy.
Taki profil badan sam w sobie nie jest zarzutem, ale utrudnia wykazanie, ze osiggniecie
wywarto juz znaczacy wpltyw na rozwdéj catej dyscypliny matematyka.

Analiza recepcji tych prac prowadzi raczej do wniosku, ze ich oddzialywanie ma charak-

ter ograniczony, srodowiskowy i wyspecjalizowany. Prace te sg zauwazane w najblizszym



otoczeniu tematycznym, jednak nie widaé, aby staty sie szeroko cytowanym punktem
odniesienia, zainicjowaly nowy silny program badawczy lub zasadniczo zmienity sposob
prowadzenia badan w wigkszej czesci teorii aproksymac;ji.

5.2. Charakter uzyskanych rezultatow

Zmaczna czes¢ cyklu polega na rozszerzaniu, doprecyzowywaniu i uzupekianiu istnieja-
cej linii badawczej. Jest to praca cenna i potrzebna, lecz trudno ja zakwalifikowa¢ jako
osiggniecie o znaczacym wplywie na rozwdéj dyscypliny.

W szezegolnosei prace [Al], [A3], [A4] i [A5] dotycza kolejnych klas domen, dla ktérych
wyznaczane s lub doprecyzowywane wyktadniki typu Markowa w normie LP. Jest to ciag
logiczny i dobrze poprowadzony, ale jego naturalny zakres pozostaje dos¢ waski. Prace [A2]
i [A6] maja wiekszy ciezar teoretyczny, jednak réwniez one odnosza sie do precyzyjnie
okreslonych klas zbioréw algebraicznych, a nie do szerokich ram teorii.

5.3. Widoczno$¢é miedzynarodowa i cytowalnosé

Dostepne wskazniki bibliometryczne i cytowania potwierdzaja, ze dorobek autora jest do-
strzegany, lecz nie wskazuja na silne, szerokie oddziatywanie. Cytowania istnieja, jednak
ich liczba oraz rozproszenie nie pozwalaja, moim zdaniem, mowi¢ o wyraznym, ponadlo-
kalnym wplywie na rozwéj dyscypliny.

Mam $wiadomosé, ze w ocenie habilitacyjnej dane bibliometryczne nie moga by¢ kry-
terium rozstrzygajacym. Moga jednak petnic¢ role pomocnicza przy ocenie, czy osiagniecie
przeszto juz od poziomu wartosciowego wktadu specjalistycznego do poziomu znaczgcego
wplywu na rozwdj dyscypliny. W tym przypadku nie widze dostatecznie mocnych przesta-
nek, aby taka teze postawic.

5.4. Relacja do stanu badan

Warto rowniez zauwazy¢, ze czes¢ wynikéw autora wpisuje sie w ciag badan rozwijanych
rownolegle przez innych specjalistow, a niekiedy zostata nastepnie uogélniona lub do-
mknieta przez pozniejsze prace. Nie ostabia to oryginalnosci poszczegdlnych artykutow,
ale utrudnia uznanie catego cyklu za punkt zwrotny w rozwoju teorii.

Innymi stowy, widze tu raczej solidne i samodzielne rozwijanie okreslonej niszy badaw-
czej niz osiggniecie, ktore zmienito stan dyscypliny w stopniu uzasadniajgcym kwalifikacje

znacznego wktadu.

6. Pozostala aktywnos¢é naukowa

7, autoreferatu wynika, ze autor wykazuje aktywnos¢ konferencyjng, odbywal staze i wi-
zyty badawcze oraz prowadzi wspotprace z wiecej niz jednym osrodkiem. Nalezy to ocenié
pozytywnie. Wida¢ rowniez ciggtos¢ aktywnosci publikacyjnej oraz konsekwencje w wy-
borze tematyki badawcze;j.



Nie zmienia to jednak mojej zasadniczej oceny samego osiggniecia habilitacyjnego.
Dodatkowa aktywnos¢ naukowa moze wzmacnia¢ ogdlny obraz samodzielnosci badawczej,

ale nie zastepuje wymogu, by przedstawione osiggniecie stanowito znaczny wktad w rozwoj
dyscypliny.

7. Konkluzja

Podsumowujac, stwierdzam, ze przedstawiony przez dr. Tomasza Andrzeja Beberoka cykl
publikacji:

» jest spOjny tematycznie,
» zawiera wyniki oryginalne i merytorycznie wartosciowe,

» swiadczy o samodzielnosci badawczej autora oraz dobrej orientacji w specjali-
stycznej literaturze,

stanowi wktad do badan nad nieréwnosciami typu Markowa w teorii aproksymac;ji.

Jednoczesnie, po analizie przedtozonych prac, autoreferatu oraz dostepnych informacji
o odbiorze wynikow, nie znajduje wystarczajacych podstaw do uznania, ze osig-
gniecie to stanowi znaczny wktad w rozwéj dyscypliny matematyka w rozumie-
niu art. 219 ust. 1 pkt 2 ustawy.

Moja ocena koncowa przedstawionego osiggniecia habilitacyjnego jest zatem krytycz-
na. Wedtug mnie przedstawione osiagniecie naukowe nie spetnia w sposéb przekonujacy
ustawowego warunku stanowigcego podstawe do nadania stopnia doktora habilitowanego.
W zwigzku z czym opiniuje negatywnie wniosek o nadanie dr. Tomaszowi Andrzejowi
Beberokowi stopnia doktora habilitowanego w dziedzinie nauk Scistych i przyrodniczych
w dyscyplinie matematyka.
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