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RECENZJA ROSPRAWY DOKTORSKIEJ MGR NATALII
MASLANY

COMBINATORIAL BANACH SPACES AND RELATED
TOPICS: ALGEBRAIC STRUCTURE AND
SELF-ISOMETRIES

Rozprawa doktorska gléwnie dotyczy geowetrycznych i algebraicziych
struktur przestrzeni Banacha jak réwniez *-algebr Banacha z wyko-
rzystaniem szeregu technik zaréwno Analizy Funkcjonalnej liniowej i
nieliniowej, geometrii przestrzeni Banacha oraz abstrakcyjnej analizy
harmonicznej. '

Calos¢ rozprawy opiera si¢ na trzech artykutach naukowych opub-
likowanych w znaczacych czasopismach o zasiggu miedzynarodowym:

1. Natalia Madlany, Isometries of combinatorial Tsirelson spaces,
Proceedings of the American Mathematical Society, 151 (2023), 4475-
4484.

2. Natalia Maglany, On isometries and Tingleys problem for
the spaces T'0,S,], 1 < a < w, Studia Mathematica, 273 (2023),
285-299. '

3. Tomasz Kania and Natalia Maslany, Differential embeddings
into algebras of topological stable rank 1, Proceedings of the
Royal Society of Edinburgh: Section A Mathematics, published online

2024, 1-25. doi:10.1017/prm.2024.108
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Dwie pierwsze publikacje (wspomniane powyzej) mocno spinaja sie
tematycznie. Pierwsza z nich jest gléwnie zwigzana z analiza au-
toizometrii w przestrzeniach Banacha typu Tsirelsona, ze szczegdlnym
uwzgednieniem kombinatorycznych przestrzeni Tsirelsona typu 76, S,],
gdzie 0 < 6 < 1 oraz S, oznacza rodzine Schreiera rzedu a gdy
1 <a<w.

W tym zakresie uzyskane wyniki badaii prowadzonych przez Pania
mgr Natali¢ Maslany podaja catkowity opis liniowych suriektywnych
izometrii w klasie kombinatorycznych przestrzeni Tsirelsona powyzszego
typu.

Te rezultaty badan Pani mgr Natalii Maslany znalazly swoje intere-
sujace zastosowania do petnego rozwiagzania problemu Tingleya dla tego
typu przestrzeni i zostaty umieszczone w publikacji no. 2.

Tutaj wlasnie widzeg istotny wktad naukowy Pani mgr Natalii Maslany
w badaniach wokél (nadal otwartego) problemu Tingleya w nieklasy-
cznych przestrzeniach Banacha.

Chodzi mianowicie o nastepujace naturalne pytanie postawione przez
Tingleya (1978):

Problem 1. Niech X oraz Y beda przestrzeniami unormowanymi o
sferach jednostkowych odpowiednio Sx oraz Sy. Zalézmy ze U : Sx —
Sy jest surjektywna izometria pomigdzy sferami. Czy istnieje wéwczas
izometria liniowa U : X — Y taka, 7e zachodzi réwnosé UlSx =U?

Warto w tym miejscu wspomnieé, ze problem Tingleya ma pozy-
tywna odpowiedz dla wielu klasycznych przestrzeni Banacha, w tym
lp(T), Lp(u) dla 1 < p < co oraz C(£2). Szereg uzupelniajacych infor-
macji na ten temat mozna rowniez znalezé w paragrafie 3.3 autoreferatu
doktorantki.

Ostatnia (podana powyzej) publikacja, ktéra czeéciowo wpisuje sie
w calo§¢ tematyczng omawianej rozprawy doktorskiej, bada miedzy
imnymi otwartos¢ mnozenia w przemiennych, gtadkich *-algebrach Ba-
nacha oraz jej zwiazek z wymiarem pokryciowym podstawowej przestrzeni
zwartej.

Podano w niej ogélne warunki, przy ktérych mnozenie jest otwarte,
a takze przedstawiono pelna charakteryzacje (jednostajnej) otwartoéci
w algebrach funkeji ciaglych o wartodciach zespolonych w kategoriach
wymiaru pokrycia.

Pokrétce oméwie wspomniane publikacje wchodzace w sktad rozprawy
doktorskiej. Pozwole sobie jednak nie przytaczaé¢ (przypominaé) sz-
eregu definicji i komentarzy dotyczacych omawianych wynikéw i pojeé,
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jak rowniez nie analizowaé stanu wiedzy na temat omawianych zagad-
nien. Wyczerpujacy opis w tej kwestii znajduje sie w rozdziale trzecim
dostarczonych materialéw (zob. Literature review).

W pierwszym cytowanym powyzej artykule Isometries of combi-
natorial Tsirelson spaces (PAMS) Pani mgr Natalia Maslany, wyko-
rzystujac pewne idee zawarte w publikacji autoréw L. Antunesa i K.
Beanlanda [4] (wg. zamieszczonego spisu literatury), udowodnila dwa,
twierdzenia charakteryzujace (liniowe) izometrie w kombinatorycznych
przestrzeniach Tsirelsona T106,S,] dla 1 < a < w;. Gléwny wynik
pracy zawarty jest w Theorem B, ktére dla 6 € (0,27!] oraz o > 2
przeliczalnego, charakteryzuje operator

U: T, Sa] — T[6, Sal

by byl liniows surjektywna izometria. Wynik ten rozwigzuje problem
postawiony przez L. Antunesa i K. Beanlanda w [4].

Kolejna praca On isometries and Tingleys problem for the
spaces 10,5,], 1 < a < wy, (Studia Math.) jest kontynuacja tem-
atyki poprzedniej publikacji i przedstawia zastosowania uzyskanych
w niej wynikéw do rozwiazania problemu Tingleya dla kombinato-
rycznych przestrzeni Tsirelsona powyzszego typu.

Dowdd gléwnego Twierdzenia 2 opiera sie na szeregu poszczegolnych
lematach, ktérych dowody korzystaja z pewnych technik i idei za-
wartych juz w publikacji D. N. Tana, Isometries of the unit spheres of
the Tsirelson space T and the modified Tsirelson space TM, Houston J.
Math. 38 (2012), 571-581. Chciatlbym tu podkreslié, ze zastosowanic
tych idei wymagalo od doktorantki bardzo dobrej znajomoéci tematu i
bieglosci techniczne;j.

Kolejna publikacja Differential embeddings into algebras of
topological stable rank 1, (Proc. Royal Soc. Edinburgh), wspdlnie
napisana z promotorem prof. Tomaszem Kania, bada otwarto$é mnozenia,
w przemiennych, gtadkich *-algebrach Banacha.

Tematyka prezentowana w tej publikacji byla rozwijana dla réznych
algebr funkcyjnych takich jak przestrzenie funkeji ciagtych C'(X) na
zerowymiarowych zwartych przestrzeniach X (w przypadku rzeczy-
wistym), przestrzenie funkcji ograniczonych, jak réwniez przestrzenie
funkeji o ograniczonej wariacji. Przeglad historyczny tych szeregu
badan jest dobrze przedstawiony przez autoréw powyzszej publikacji.

Glowny wynik omawianej publikacji widze w intercsujacym Twierdze-
niu 1.5 (z cytowanego powyzej artykutu) podajacym zespolony odpowied-
nik wyniku Komisarskiego, laczacego otwarto$¢ mnozenia w algebrze
rzeczywiste] C'(X) funkcji ciagtych na przestrzeni zwartej X z wymi-
arcm pokryciowym przestrzeni X. Dowdd tego Twierdzenia 1.5 jest
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oparty na szeregu dodatkowych lematach, ktére same w sobie wydaja
sie ciekawe. Przypomne tres¢ tego wyniku:

Theorem 2. Let X be a compact space. Then the following condi-
trons are equivalent for the algebra C(X) of continuous complez-valued
functions on X :

(1) C(X) has open multiplication;

(1t) C(X) has uniformly open multiplication,

(1) the covering dimension of X is at most one.

Nalezy doda¢, ze Draga i Kania zainicjowali systematyczne badanie
mnozenla otwartego w ogélnych algebrach Banacha, zob. When is
multiplication in a Banach algebra open?, Lincar Alg. Appl.,
vol. 538, pp. 149-165, 2018, i wykazali, ze algebra Banacha z uni-
tarnym otwartym mnozeniem musi mie¢ topologicznie stabilny rzad
pierwszy. W przypadku przestrzeni zwartej X o wymiarze co najmnie;
dwa powyzsze twicerdznie jest nicprawdziwe, tak wice przestrzeri Ba-
nacha C'(X) dla takiej zwartej X nie musi mie¢ mnozenia otwartego.

Podsumowujac, chciatbym stwierdzié, ze publikacje wchodzace w
sklad omawianej rozprawy doktorskiej sa napisane i zredagowane w
sposob jasny i przejrzysty. Dla wygody czytelnika mgr Natalia Maglany
przytacza niezbedne definicje, pojecia i wlasnosci owych pojeé, jak
rowniez podaje aspekty historyczne rozwijanych teorii.

Uzyskane twierdzenia w ramach rozprawy doktorskiej, a opublikowane
w znaczacych czasopismach o zasiegu miedzynarodowym, $wiadcza o
tym, ze doktorantce Pani mgr Natalii Maglanej udato si¢ uzyska¢ wazne
rezultaty naukowe stanowigce oryginalny i istotny wklad w rozwdj tej
nielatwej a interesujacej tematyki.

W zwiazku z powyzszym uwazam, ze przedstawiona rozprawa
doktorska Combinatorial Banach spaces and related topics:
algebraic structure and self-isometries spelnia wszystkie wyma-
gania ustawowe i wnioskuje o dopuszczenie mgr Natalii Maslany
do dalszych etapéw postgpowania o nadanie stopnia doktora
w dziedzienie nauk $cisltych i przyrodniczych w dyscyplinie
matematyka. Ponadto uwazam, zZe rozprawa doktorska Pani
mgr Natalii Maslany zasluguje na wyrdéznienie.

Jerzy Kakol
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