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Recenzja rozprawy doktorskiej mgr Natalii Maslany

Pani mgr Natalia Maslany przedstawita rozprawe

Combinatorial Banach spaces and related topics:
algebraic structures and self-isometries.

Promotorem doktoratu jest dr hab. Tomasz Kania. Praca jest napisana po angielsku,
liczy ponad 90 stron tekstu i prezentuje rezultaty zawarte w

(i) dwdch samodzielnych artykutach doktorantki (Proc. AMS i Studia Math.);
(i) pracy wspdlnej z promotorem (Proc. Roy. Soc. Edinburgh Sect. A).

1. OMOWIENIE GLOWNYCH WYNIKOW ROZPRAWY

Jednym z gtéwnych przedmiotéw badan rozprawy sa przestrzenie Tsirelsona. Przypo-
mnijmy, ze Tsirelson dokonal przetomu w mysleniu o oérodkowych przestrzeniach Bana-
cha: skonstruowat taka (nieskoficzenie wymiarowa) refleksywng przestrzen X, ktéra nie
zawiera, izomorficznych kopii ani £, ani ¢p. Teraz termin przestrzen Tsirelsona w istocie
odnosi sie do przestrzeni sprzezonej X* — konstrukcja jej normy bezposdrednio wiaze sie
z kombinatoryks rodzin skoriczonych podzbioréw N.

Podstawowym przykladem takiej rodziny jest rodzina Schreiera &, zlozona z tych
zbiorbw A C N, ktére spelniaja zaleznoéé |A| < min A. Rodziny Schreiera wyzszego
rzedu S, definiuje si¢ indukcyjnie dla wszystkich liczb porzadkowych a < w;. Rodzina
S1 pojawita sie w zwigzku badaniem wlasnosci Banacha-Saksa, a w drugiej potowie XX
wieku stala sie sie punktem wyjécia do konstrukcji wielu waznych, kombinatorycznie
zdefiniowanych, przykladéw oérodkowych przestrzeni Banacha.

Wyrbznia sie teraz calg rodzine przestrzeni Tsirelsona T'(6, S,) — tutaj 6 € [0,1/2] jest
parametrem uzytym w konstrukeji normy, a S, jest uogélniong rodzing Schreiera rzedu .
W swojej pracy doktorantka scharakteryzowala wszystkie izometrie przestrzeni postaci
T(6,S,): dla o = 1 sa one wyznaczone przez permutacje pewnego zbioru skonczonego
i zmiane znakéw, tymczasem dla a > 1 takie izometrie pozwalaja jedynie na zmiang
znaku na ciggu bazowym przestrzeni.

Artykul ze Studia Mathematica dotyczy nastepujacego problemu Tingleya:

Czy kazda surjektywna izometria pomiedzy sferami jednostkowymsi prze-
strzeni unormowanych (nad cialem R) przediuza sie do izometrii calych
przestrzeni?



Wiele klasycznych przestrzeni taks teze spelnia, ale problem wydaje sie by¢ wysoce
nietrywialny nawet w przestrzeniach skonczenie wymiarowych.

Rozwijajac pomysty z poprzedniej pracy, w rozprawie udowodniono, ze zagadnienie
Tingleya ma pozytywne rozwigzanie w przestrzeniach T'(6,S,); we wspomnianej publi-
kacji przy dodatkowym zalozeniu, ze 1/60 > 2 jest liczbg naturalng, natomiast Appendix
rozprawy traktuje ogélny przypadek 6 < 1/2.

Praca wspélna dotyczy subtelnych zagadnien zwiazanych ze strukturg algebr Bana-
cha. Jednym z nich jest pytanie o otwarto§¢ mnozenia jako funkcji dwoch zmiennych.
Autorzy dowodza, ze w zespolonej algebrze postaci C(X) mnozenie jest otwarte wtedy
i tylko wtedy gdy wymiar pokryciowy zwartej przestrzeni X nie przekracza 1. Dowdd
jest zlozony nawet w przypadku, gdy X = [0,1]. Nastepne kroki wykorzystuja moz-
liwo$§é przedstawienia dowolnej przestrzeni zwartej jako granicy systemu odwrotnego,
z zachowaniem wymiaru. Jak sadze, koficowy argument podany na stronie 23 wyma-
ga dodatkowego komentarza, jako ze twierdzenie Mardesica o dobrze uporzadkowanych
systemach odwrotnych dziala w przypadku przestrzeni ciezaru < w.

2. OCENA

Praca o izometriach przestrzeni Tsirelsona zawiera, w szczegdlnoéci, odpowiedZ na
pytanie postawione przez Antunesa i Beanlanda (w artykule z 2022 roku) i niewgtpliwie
wyniki autorki sg nietrywialne i jako§ciowo nowe. Artykul o problemie Tingleya jest takze
interesujacy, a ten kierunek badan doczekal sie juz kontynuacji.! Wspélna publikacja
doktorantki i promotora porusza wiele subtelnych zagadniefl z zakresu algebr Banacha i
dokumentuje znaczaca swobode autorki w stosowaniu réznorakich technik dowodowych.

Zagadnienia podejmowane przez panig Natalie Maslany wymagaja bardzo dobrej zna-
jomodci licznych, zlozonych probleméw z teorii przestrzeni i algebr Banacha, a zapre-
zentowane w rozprawie wyniki bezposrednio wpisujg sie w aktualne kierunki badan,
stanowigce obszar zainteresowan wielu wybitnych specjalistéw. W konsekwencji lektura
doktoratu jest bardzo satysfakcjonujaca, a sama rozprawe oceniam wysoko.

3. KONKLUZJA

Rozprawa doktorska mgr Natalii Maslany prezentuje oryginalne rozwiazania proble-
méw naukowych — ich dowody wymagaly ztozonych argumentéw i wielu nowatorskich
pomystéw. Tym samym recenzowana rozprawa spetnia wymagania ustawowe i oczekiwa-
nia srodowiska naukowego, zakreSlone dla tego etapu kariery naukowe;j.

Majgc na wzgledzie wysoki poziom naukowy rozprawy, nie mam watpliwosci, Ze roz-
prawa zastuguje na wyro6znienie.
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