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Recenzja w postepowaniu habilitacyjnym Pani dr Kamili
Klis-Garlickiej

Pani dr Kamila Kli$-Garlicka przedstawila osiagniecie naukowe stanowiace cykl
powiazanych artykuléw naukowych o tytule ”Zawezenie operatorow mnozenia na
przestrzeni L? z miara Lebesgue’a na okregu jednostkowym i operatory sprzezenia” .
Na osiagniecie naukowe sktada si¢ osiem prac, wszystkie wspéltautorskie. Wspédlau-
torami pieciu z tych prac sa w kolejnosci alfabetycznej: M.C. Camara, B. Lanucha
oraz M. Ptak, jednej M.C. Camara, J. Jurasik, M. Ptak. Wspdtautorami ostat-
nich dwéch prac sa M.C. Camara oraz M. Ptak. Wszystkie artykuly ukazaly sie
w dobrych czasopismach o ugruntowanej pozycji, z zasady publikujacych wazne
wyniki w teorii operatorow. Takie jest tez moje pierwsze wrazenie dotyczace re-
cenzowanych prac. Zawieraja one wazne i dobre wyniki. Ich uzyskanie wymagato
doskonalego opanowanie technik dowodowych tego dzialu teorii operatoréw. Dowo-
dy sa technicznie skomplikowane, co moim zdaniem nie jest wada. Wrecz przeciwnie
ceni¢ matematyke o nielatwych, technicznych dowodach.

Sporo z twierdzen udowodnionych w pracach stanowiacych osiagniecie nauko-
we dotyczy przestrzeni modelowych K 927 ktére na mocy definicji sa dopelnieniami
ortogonalnymi w przestrzeni Hardy’'ego H? przestrzeni 0H?, gdzie 6 jest funkcja
wewnetrzna. To wazna i bardzo aktualna tematyka badan. Jestem przekonany, ze
niektére z uzyskanych wynikow, na przyklad te dotyczace operatorow Toeplitza,
beda za jaki$ czas uwazane za klasyczne w tej dziedzinie. Omoéwie teraz bardziej
szczegdlowo zawarto$é recenzowanych artykulow. Zawierajg one wiele twierdzen.
Nie jest wiec dobrym pomystem omawianie wszystkich. Wybratem wiec kilka z
nich, ktére podobaly mi sie najbardziej (kolejnosé odpowiada kolejnosci plikéw we
wniosku w wersji elektronicznej, ktéra otrzymalem).

Niech « i # beda niestatymi funkcjami wewnetrznymi. Niech takze P,: L? —
K2 bedzie projekcja ortogonalng. Dla ¢ € L?(T) definiujemy domkniety i gesto
okreslony operator

6,00
ALY Ki DD — K2
o naturalnie okreslonej dziedzinie D, przyjmujac

A?(;af = Pa((pf)'

Operator Ai’“ nazywa si¢ asymetrycznym obcietym operatorem Toeplitza. Prze-
strzen wszystkich ograniczonych asymetrycznych obcietych operatoréw Toeplitza
oznaczana jest przez 7 (K7, K2) = T(0,«a). Ciekawe, moim zdaniem, jest naste-
pujace twierdzenie z pracy [O1] (pozostawiam oryginalne sformulowanie w jezyku
angielskim):



Theorem 1 (Theorem 5.1, O1). Let «, 8 be nonconstant inner functions such that
a <0, and let A: K — K2 be a bounded operator. Then A € T(0,«) if and only
if there are v € K2, x € K} such that

A— S, ASy =1 @k +k§ © x.

Symbol kg oznacza po prostu funkcje 1 — 8(0)6(z), a operator Sy zdefiniowany
jest jako PpS| K2 gdzie S jest operatorem przesuniecia na przestrzeni Hardy’ego.
Przypomnijmy, ze operator A jest operatorem Toeplitza na przestrzeni Hardy’ego
wtedy i tylko wtedy, gdy

A=S*AS,

gdzie S jest operatorem przesuniecia. Twierdzenie 6.1 w pracy [O1] charakteryzuje
operatory Toeplitza w 7 (6, ) jako te, dla ktérych

A—SiASy =p@k§+k§ v
dla pewnych p € K2 and v € K2, gdzie k§ = 2(6(z) — 6(0)).

Praca [O2] po$wiecona jest badaniu dualnych obcigtych operatoréw Toeplitza.
Wydaje mi sie, ze najwazniejszym osiggnieciem w tym artykule jest witasnie cha-
rakteryzacja dualnych obcietych operatoréw Toeplitza. W pracy opisana jest tez
ciekawa, inspirowana przypadkiem klasycznym, metoda odzyskiwania symbolu ob-
cietego operatora Toeplitza. Moja uwage zwrécily tez wyniki dotyczace operatoréw
Hankela. Przytocze nastepujace twierdzenie.

Theorem 2 (Theorem 25, 02). (c) LetT’ € B(0H? H?). ThenT € T(0H?, H?)
if and only if T,T = I'T? and in this case I’ = ffo with P~ () = T0.

Symbol T (0H?, H? ) oznacza zbiér tych wszystkich operatoréw I € B(OH?, H2),
ktére sa zdefiniowane w nastepujacy sposéb:

f = fi = P7M¢|9H2
dla pewnej funkcji ¢ € L*°. Operatory T, g oraz T¢ to oczywiscie
P9H2M¢|9H2 oraz P_M&P‘HE7
odpowiednio. Takze ten wynik jest ladnym uogélnieniem klasycznej teorii.

Artykut [O3] dotyczy centralnego dla osiagniecia naukowego pojecia sprzezenia.
Przypomnijmy, ze sprzezeniem C na przestrzeni Hilberta H nazywamy antyliniowa
izometryczna inwolucje,

(Cg,Ch) =(g,h), dla g,heH.
Gléwnym obiektem zainteresowania sa operatory A € B(H) spelniajace warunek
CAC* = A*,

nazywane C-symetrycznymi. Twierdzenie 2.4 w [O3] dostarcza prostej, ale ciekawej
charakteryzacji tych sprzezen, ktére '’komutuja’ z operatorem mnozenia M, na L?
(dokladnie M,C = C'Mz). Sa to po prostu te operacje C, ktére sa postaci My J*.
Operator J* zdefiniowany jest w nastepujacy sposéb

T f = [,

gdzie f# = f(z) dla f € L*(T).



Moja uwage w pracy [O3] zwrdcil caly rozdzial 4 poswiecony badaniu sprzezen
zachowujacych przestrzenie modelowe, jak juz wspominalem jest to bardzo aktualna
tematyka badan. Ciekawy jest wniosek 4.3 z omawianej pracy.

Corollary 1 (Corollary 4.3, O3). Let «,0 be nonconstant inner functions, and let
C be a conjugation in L? such that M,C = CM;. Assume that C(K,) C Ky. Then
o < 0 and there is an inner function 3 such that C = Cg, with a < 3 < 6.

Dla dowolnych funkcji wewnetrznych «, 6 wyrazenie o < 6 oznacza, ze « dzie-
li §. Nalezy podkresli¢, ze operator sprzezenia Cy jest w ogéle bardzo wazny w
recenzowanych pracach. Jest on zdefiniowany zaleznoscia

Cof =0zf, felL?
Okazuje sie, ze zachowuje on przestrzen modelowa Kpy.

Praca [O5] po$wiecona jest takze badaniu asymetrycznych obcietych operatoréw
Toeplitza na przestrzeniach modelowych. Moja szczegdlna uwage zwrocito twier-
dzenie 4.3 w omawianej pracy, o nielatwym, skomplikowanym dowodzie.

Theorem 3. Let 0, o be nonconstant inner functions. The operator D € B(Ky, Kx)
spetnia warunek
DDY = DD
wtedy i tylko wtedy, gdy D € T?(K;, K).
Operator DY zdefiniowany jest jako

1
Pa M‘P‘KOLOLOC'

Jest to asymetryczny dualny obciety operator Toeplitza. Przestrzen 72 (K(;L7 KL)
to przestrzen tych wszystkich operatoréw, ktére sa postaci
p=(% )
P3 Pa
Wyrazy tej macierzy to odpowiednio zdefiniowane operatory Toeplitza i Hankela.
Podobnie jak wiele twierdzen w omawianych pracach takze to jest uogdlnieniem
klasycznych wynikow.

Praca [O8] dotyczy innego naturalnego problemu. Mianowicie poswiecona jest
ona zagadnieniu uzupelniania macierzy. To znaczy dane sa pewne wyrazy macierzy
prostokatnej. Problem polega na znalezieniu nieznanych wyrazow macierzy, tak aby
spelniala ona zadane wlasnosci. Podane sa warunki na przyklad na to, aby zdefi-
niowany juz uprzednio operator A%O‘ mozna bylo uzupetnié do Cy symetrycznego
operatora w B(K?). Zagadnieniu temu po$wiecony jest caly rozdziat 4 pracy [O5].

Praca [O6] poswigcona jest miedzy innymi badaniu operacji sprzezenia komutuja-
cych z operatorem M, dzialajacym na L%(H), gdzie H jest osrodkows przestrzenig
Hilberta. Wydaje mi sie, ze najwazniejsze twierdzenie w pracy brzmi nastepujaco.

Theorem 4 (Theorem 4.3, O6). Let J be a conjugation in H. Then the following
conditions are equivalent:
1. C is a conjugation in L?(H) such that CM, = M,C.
2. There is U € L*®(L(H)) such that U(z) is a unitary operator for almost
all z € T, My is J*-symmetric and C = MyJ*.



Operatory na L?(H) otrzymuje si¢ w naturalny sposéb uogélniajac przypadek
skalarny. Na przyklad, wystepujace w twierdzeniu sprzezenie J* zdefiniowane jest
jako

(J*f)(z) = J(f(2)),
gdzie J jest rozwazanym juz (skalarnym) sprzezeniem oraz f € L?(H). Szczerze
méwiac wyniki tej pracy nie stanowily dla mnie zaskoczenia. Nie zmienia to faktu, ze
jest to porzadna matematyczna robota. Duza przyjemno$¢ sprawilo mi przeczytanie
wstepu w tej pracy.

W pracy [O7] autorzy badaja ponownie asymetryczne obcigte operatory Toeplit-
za. Rozwazane jest podobnie sprzezenie Cy, ktére przypomnijmy zdefiniowane jest
wzorem

(1) Co(f)=0zf, [feL*T).
Sprzezenie to zachowuje przestrzen modelowa Ky. Co wazne, obciete operatory
Toeplitza A sg Cy-symetryczne

ACy — CyA* = 0.
Moja uwage zwrocilo szczegdlnie Twierdzenie 4.3, ktére moéwi, ze jezeli C jest M-
sprzezeniem w L2, to znaczy
M,C=M.,C,
gdzie M, jest operatorem mnozenia przez z oraz C zachowuje przestrzen modelowa
C(Kg) C Ky

dla pewnej niestalej funkeji wewnetrznej 6, to C jest zdefiniowanym w (1) sprzeze-
niem Cy. To ladny i naturalny wynik (logicznie poprzedza on oczywiscie Wniosek
1).

Praca [O4] dotyczy bardzo waznego w teorii operatoréw pojecia przechodnio$ci
k-tranzytywnosci. Udowodnione zostalo miedzy innymi nastepujace twierdzenie.

Theorem 5 (Theorem 5.1, O4). Let 6, be two nonconstant inner functions. The
space T (Ky, K,) of all bounded asymmetric truncated Toeplitz operators is weak-*
(WOT)-closed, transitive and 2-reflexive.

Podobnie jak wiele innych twierdzen w omawianych pracach to ciekawy i wazny
wynik.

Przytoczylem tylko kilka wybranych twierdzen, takich, ktére zwrécity moja uwa-
ge. Wcale nie twierdze, ze w omawianych pracach nie ma wynikow, ktére mozna
by uznaé za wazniejsze. Po prostu te wydawaly mi sie najciekawsze. Nie mam zad-
nej watpliwoéci, ze przedstawione osiggniecie moze by¢ podstawa nadania stopnia
doktora habilitowanego. To naprawde dobra, nietrywialna i wazna matematyka.
Udowodnione twierdzenia $wiadcza o glebokim rozumieniu badanych obiektéw i
Swietnym opanowaniu technik dowodowych tej teorii. Moja jedyna watpliwosé i
uwaga dotyczy tego, ze wszystkie te prace napisane sa przez zespot matematykow.
Zdaje sobie sprawe, ze moj sposob uprawiania matematyki - pracuje sam, jest ra-
czej obecnie niepopularny. Co wiecej, wszyscy zachecani sa do wspolpracy i czesto
wynik osiagniety przez grupe jest ceniony wyzej niz samodzielny. Mam jednak wat-
pliwos¢, czy podstawag nadania stopnia doktora habilitowanego, stopnia, ktéry ma
$wiadczy¢ o samodzielnosci naukowej powinny by¢ tylko prace wspéltautorskie. Nie



mam jednak zadnych podstaw, aby watpi¢ w deklarowany przez autoréw prac sta-
nowiacych osiagniecie naukowe wklad Pani dr Kamili Klis-Garlickiej. Wnioskuje
zatem na podstawie przedstawionego osiagniecia naukowego oraz biorac pod uwage
pozostala aktywnos¢é Pani dr Kamili Klis-Garlickiej o nadanie Jej stopnia doktora
habilitowanego.

Michal Jasiczak



