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Przebieg kariery Habilitantki. Dr Kamila Klis-Gatlicka jest absol-
wentka Uniwersytetu Jagielloriskiego, ktory ukonczyta w 1996 roku. W roku
2003 uzyskala stopien doktora w Instytucie Matematycznym PAN na pod-
stawie rozprawy doktorskiej pt. ,,Hyperrefleksywnosé i k-hyperrefleksywnosé
podprzestrzeni operatoréw” pod kierunkiem prof. dra hab. Marka Ptaka. Od
1996 r. Habilitantka pracuje na Uniwersytecie Rolniczym w Krakowie, od
roku 2004 na stanowisku adiunkta.

Kontekst osiggniecia naukowego, jego tematyka i zakres. Swoja
droge w matematyce, dr Klis-Garlicka zaczeta od badari w zakresie algebr
operatorowych, i uzyskata szereg ciekawych wynikéw w tym wymagajacym
dziale analizy funkcjonalnej. Jednak w przeciggu ostatnich dziesieciu lat
zmienila ona swoja zainteresowania, skupiajac sie na wyjasnieniu struktury
obcietych operatorow Toeplitza oraz pokrewnych zagadnieni, z naciskiem na
badaniu wtasnosci algebraicznych, zwigzanych z pojeciem operatorow C-
symetrycznych.

Tematyka obcietych operatorow Toeplitza zostalta zainicjowana w przeto-
mowych pracach Sarasona (2007, 2008), cho¢ w nieco innych ujeciach ta-
kie operatory byly badane znacznie wczesniej (np. przez Aherna i Clarka
w latach 70-tych). Prace Sarasona przyczynity sie do rychlego rozwoju teo-
rii obcietych operatoréw Toeplitza. Podstawowe role w tej teorii odgrywaja
przestrzenie modelowe Ky := H? © 0H?, gdzie H?> = H?(T) jest przestrze-
nig Hardy’ego na kole jednostkowym T, a @ jest funkcja wewnetrzng w H?
rézng od staltej. Przestrzenie modelowe sg podstawowym narzedziem w kon-
struowaniu modeli funkcyjnych dla szerokich klas kontrakcji na przestrzeni
Hilberta. Dla ¢ € L? = L*(T), oraz funkcji wewnetrznych 6, o € H? (réznych
od statych), oznaczajac przez P, rzut ortogonalny na K,, mozna rozwazy¢
gesto okreslone operatory M, : L? - L2, M, f = ¢of, z naturalna dziedzing,
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(W przypadku 6 = « oznaczamy Ag = AZ,’O‘, Dg = Dg’a, gdzie role v i 6 sa
symetryczne.) Zauwazmy, ze Ko N L>® 1 K j N L sa gestymu podzbiorami w
odpowiednio Ky i K, el. Operator Az,’a nazywa sie asymetrycznym obcietym
operatorem Toeplitza jezeli posiada on ograniczone (wowczas jedyne) rozsze-

rzenie na Ky. W przypadku a = 0, jest to klasyczna (symetryczna) definicja
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nalezaca do Sarasona, za$ przypadek ogdlny prowadzi do ciekawej i znacznie
bardziej obszernej klasy operatoréw badanych systematycznie po raz pierw-
szy z udziatem Habilitantki w [O1] oraz przez Camare i Partingtona w m.in.
[6]. Z kolei, jesli Dg’a rozszerza sie w sposéb ograniczony na Ké-, to takie
rozszerzenie nazywane jest asymetrycznym dualnym obcietym operatorem
Toeplitza. Wartym podkreslenia jest ten fakt, ze Ai’a zarowno jak i Dz;a
mogg by¢ ograniczone dla nieograniczonej . Teoria asymetrycznych obcie-
tych operatorow Toeplitza istotnie rézni sie od jej dualnego analogonu, a
zatem ostatnia stanowi tez ciekawy i poréwnywalnie niedawny obiekt badan.
Mimo, ze badania obcietych operatorow Toepiltza doczekaty sie kilku ob-
szernych przegladéw oraz weszly czeSciowo do kilku monografii naukowych,
teoria ich asymetrycznych odpowiednikow wciaz czeka na ostateczny ksztatt.

Jedno z podstawowych podejsé do badania obcietych operatoréow Toeplitza
opiera si¢ na technikach zwiazanych z pojeciami sprzezen oraz zespolonych
operatoré6w symetrycznych zdefiniowanych na przestrzeni Hilberta H. Przy-
pomnijmy, ze sprzezeniem C' na H nazywa sie inwolucje antyliniowa na H,
taka ze (Cg,Ch) = (h,g) dla wszystkich g, h € H.

Badania sprzezen dotycza szerokiego przekroju analizy i sa mocno za-
korzenione w zastosowaniach, miedzy innymi, w teorii operatéoréw na prze-
strzeniach funkcyjnych i niehermitowskiej mechanice kwantowej. Rozwijajac
zastosowania sprzezen do teorii operatoréw, w cyklu z dwoch prac (TAMS,
2006, 2007) Garcia i Putinar wprowadzili i doglebnie zbadali pojecie ope-
ratoréw C-symetrycznych, tzn. takich ograniczonych operatoréw A na H,
ze CAC = A* dla sprzezenia C na H (co jest rownowazne warunkowi splata-
nia AC = C'A*). Pomijajac postaé¢ sprzezenia C, operatory C-symetryczne
sg czesto nazywane zespolonymi operatorami symetrycznymi. Od tej pory
sprzezenia razem ze stowarzyszonymi zespolonymi operatorami symetrycz-
nymi zaczely odgrywac istotna role w teorii operatoréw i jej zastosowaniach.
Zatem charakteryzacja wszystkich sprzezen operatora, czesto spetniajacych
ponadto pewne dodatkowe zalozenia, prowadzi do glebszego wyjasnienia
cienkiej, czesto ukrytej struktury operatora i laczy jego wlasnosci anali-
tyczne z wlasno$ciami algebraicznymi. Szczegoélnie interesujacym obiektem
sa tu obciete operatory Toeplitza (lub np. operatory Hankela) i ich wersje,
ktore posiadajg bogaty zbior C-symetrii.

W przedstawionym osiaggnieciu naukowym dr Klis-Garlicka rozwija teo-
rie zespolonych operatoréw symetrycznych w naturalnym i bardzo ogélnym
kontekscie asymetrycznych obcietych operatoréw Toeplitza i ich “dualnych”.
Znajduje ona analogony klasycznych wtasnosci operatoréow Toeplitza zwia-
zanych z przemiennodcia badz splataniem i uzyskuje w ten sposob szereg
ich charakteryzacji, czasami nawet dotyczacych ujecia klasycznego. Czerpiac
motywacje z teorii obcietych operatorow Toeplitza, dr Klis-Garlicka syste-
matycznie bada sprzezenia i ich zastosowania w przestrzeniach modelowych i
ich dopekieniach ortogonalnych, zawierajac w ten sposéb sporo przypadkow
szczegolnych, np. przestrzenie L? i H?.
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Szczegdlowe omobéwienie osiggniecia badawczo-naukowego i jego
ocena. Przechodzac do szczegdlowego omowienia osiggniecia naukowego, za-
uwaze, ze Habilitantka jest do tej pory autorem 21 opublikowanych prac na-
ukowych z zakresu teorii operatoréw i analizy funkcjonalnej, spora cze$é z
ktorych dotyczy omawianego osiagniecia. Za najbardziej wartodciowe uwa-
zam glowne rezultaty prac [O1], [O4], [O6] i [O8]. Sa one moim zdaniem na
dobrym poziomie merytorycznym oraz potrzebowaly nieprzecietnej inwencji
1 rozwinietego warsztatu.

W sktad osiggnie¢ naukowych przedstawionych do oceny w postepowaniu
habilitacyjnym wszed! cykl nastepujacych o$miu prac naukowych pod wspél-
nym tytutem ,Zawezenia operatoréw mnozenia na przestrzeni L? ¢ miara
Lebesgue’a na okregu jednostkowym i operatory sprzezenia’™
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Szczegdlowe omodwienie wynikow Habilitantki zaczne od ciekawej pracy
[O1], w ktorej zostaly wprowadzone i doktadnie zbadane niesymetryczne ob-
ciete operatory Toeplitza A?O’a, ¢ € L?, zdefiniowane wyzej, w przypadku
gdy « dzieli . Miedzy innymi, opisano klase wszystkich mozliwych symboli
dla danego obcietego operatora Toeplitza Az;a oraz pokazano, ze warunek

© € aH? 4 0H? jest konieczny i wystarczajacy, aby Afp’o‘ = 0. Gléwnym wy-
nikiem pracy jest charakteryzacja asymetrycznych obcietych operatoréw To-
eplitza w terminach pomocniczych operatoréw rangi 2, ktoéra, jak wykazano
w pracy, moze przyjmowac kilka postaci. Np. operator A : Ky — K, jest ob-
cietym asymetrycznym operatorem Toeplitza tylko jesli istnieja funkcje we-
wnetrzne ¢ € K, i x € Ky spelniajace réownos¢ A—S,ASy = w®k2+k8®x,
gdzie ko, = P,11i kg = Pyl s jadrami reprodukujacymi, a S, i Sp sa kompre-
sjami na odpowiednio K, i Ky jednostoronnego przesuniecia S na H?. Taka
charakteryzacja nawiazuje do klasycznego opisu operatoréw Toeplitza, gdzie
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prawa strona jest zerem. Podobny wzér mozna uzyskaé¢ w terminach opera-
torow sprzezenia Cy, i Cy zdefiniowanych jako (Cof)(2) := 2a(2) f(2),z € T,
i analogicznie dla Cy. Jest to czesto wygodne w zastosowaniach. Otrzymane
wyniki sg pozytecznymi uogélnieniami klasycznych reprezentacji Sarasona w
przypadku a = 0. Istotne jest to, ze jak pokazuje Habilitantka, w pewnych
sytuacjach operatory rangi 2 mozna zastapié¢ przez operatory rangi 1. Re-
prezentacje typu Sarasona moga by¢ tez uzyte do wyznaczenia (jednego z)
symboli dla danych operatoréow Toeplitza A, ktore na ogot sa okreslone nie-

jednoznacznie, i staja sie jednoznacznie okreslone przy dodatkowych zagoz'e—
e’
X
Odzyskanie symboli dla innych reprezentacji A — SoAS; otrzymanych w
tej pracy jest bardziej wymagajace technicznie, i realizuje sie przez bada-
nie dzialan A i A* na jadrach reprodukujacych. Praca jest istotnym krokiem
w rozwoju teorii obcietych operatoréw Toeplitza.

Duza czesé¢ osiagniecia naukowego, zawierajaca sie w pracach [02], [O5] i
[O6], koncentruje sie wokot badari asymetrycznych dualnych obcietych ope-

niach. Np. powyzsza charakteryzacja prowadzi do reprezentacji A = A

ratoréw Toeplitza Dg’e. Wtasnosci operatoréw z tej klasy istotnie sie réznia
od wlasnosci asymetrycznych obcietych operatoréw Toeplitza, m.in. sym-
bol Dg’e jest wyznaczony jednoznacznie. W szczegolnosci, w [O2] otrzymano
twierdzenie pozwalajace na odzyskanie symbolu (symetrycznego) dualnego
obcietego operatora Toeplitza Dg w dos¢ skomplikowanych geometrycznych
terminach. Ale w przypadku ¢ € L™ twierdzenie to przyjmuje przejrzy-
sta posta¢ i daje elegancki wzor na ¢. Ponadto, w [O2]| uzyskano transpa-
rentng charakteryzacje przemiennosci operatoréow Dg, i DY oraz obcigtych
operatoréow Hankela rangi 1, powstajacych naturalnie w tym kontekscie.

Praca [O5] jest rozwinieciem podejscia i wynikow z [O2]. Opis komutantow
rodzin operatorowych oraz operatoréw splatajacych dwie ustalone rodziny
operatoréw (w tym poszczegdlne operatory) jest klasycznym zagadnieniem
analizy funkcjonalnej. W [O5] znaleziony zostal opis operatoréw splatajacych
obciete operatory Toeplitza Ag i AY, dzialajace na przestrzeniach modelo-
wych Ky i K,, oraz splatajacych dualne obciete operatory Toeplitza Dg
and DY zdefiniowane na odpowiednich dopelnieniach ortogonalnych KeL i
K} przestrzeni modelowych w L2. Twierdzenia te implikuja przejrzysty opis
komutantow {A%} i {D%}. Miedzy innymi, opis {A%} dostarcza wzmoc-
nienia podobnego twierdzenia Bercovici uzyskane znacznie prostszymi meto-
dami. Charakteryzacja {D?} uogélnia rezultaty udowodnione w przypadku
symetrycznym 6 = a przez innych autoréow, jednoczesnie z [O5]. W pracy, po-
nadto, scharakteryzowano asymetryczne dualne obciete operatory Toeplitza
splatajace D2 i DY. Otrzymane wyniki sa w pewnym sensie wyczerpujace i
na pewno pomoga w zrozumieniu i dalszych badaniach wtasnosci algebraicz-
nych obcietych operatoréow Toeplitza i analogicznych operatoréw dualnych.
(Dualnosé jest tu rozumiana w sensie powyzszej definicji Dg’g.)

Caly szereg nowych wtasnosci asymetrycznych dualnych obcietych ope-
ratorow Toeplitza Ag’e zostal znaleziony w pracy [O6], $cisle zwiazanej z
artykutem [O5]. Wiele wynikow w tej pracy jest nowych nawet w przypadku
symetrycznym « = 6. Istotna czes$¢ z nich opiera sie na nastepujacym uje-
ciu niezmienniczosci wzgledem przesuniecia, nalezacym w przypadku syme-
trycznym do Sarasona. Ustalajac podprzestrzenie Hy, Hy C L?, powiemy, ze
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ograniczony operator A : Hy — Hj jest niezmienniczy wzgledem przesuniecia
jesli dla wszystkich f € Hy i g € Hs spelniajagcych odpowiednio zf € H;j i
zg € Hy zachodzi (A(zf),zg9) = (Af,g). W pracy pokazano, ze asyme-
tryczne dualne obciete operatory Toeplitza sa niezmiennicze na przesuniecia.
Zauwazmy, ze w przeciwienstwie do asymetrycznych obcietych operatoréw
Toeplitza, ktére mozna scharakteryzowaé¢ przez niezmienniczo$é¢ wzgltedem
przesunieé, zbidr T wszystkich operatoréw niezmienniczych na przesuniecia
miedzy K Of i K (j- jest szerszy niz zbiér asymetrycznych dualnych obcietych
operatorow Toeplitza miedzy tymi przestrzeniami. Habilitantka udowodnita,
ze T pokrywa sie z klasa operatoréw nalezacych do kommutantu {D,},
opisanego w [O5]. Ponadto, w pracy [O6] zostala uzyskana charakteryzacja
asymetrycznych dualnych obcietych operatoréow Toeplitza rozszerzajac ana-
logiczna charakteryzacje udowodniong w [O2] dla przypadku symetrycznego.

Ta charakteryzacja oraz niezmienniczo$¢ wzgledem przesunieé¢ prowadza
do ciekawych strukturalnych wynikéw o przestrzeniach operatoréw Toeplitza
zwiazanych z pojeciem refleksywnosci. Poniewaz podobne wyniki beda oma-
wiane tez poOzniej, przytocze pewne intuicje pomocnicze. W latach 60-ch
Sarason wprowadzit definicje refleksywnosci dla algebr operatorowych. Mo-
wiac ogolnie, refleksywna algebra posiada tak bogaty zbioér podprzestrzeni
niezmienniczych, ze determinuje on samag algebre. Z drugiej strony, bedac w
pewnym sensie zaprzeczeniem refleksywnodci, tranzytywnosé algebry ozna-
cza brak wspoélnych, nietrywialnych podprzestrzeni niezmienniczych. Uzywa-
jac jezyka preanihilatorow, definicje te uogolniaja sie na przypadek (stabo*
domknietych) podprzestrzeni operatorow, W tym ujeciu, refleksywnosé jest
réwnowazna istnieniu zbioru operatoréw rzedu 1 w preanihilatorze podprze-
strzeni generujacego caly preanihilator, a tranzytywnos$é jest réwnowazna
z brakiem operatoréw rzedu jeden w preanihilatorze. Pomiedzy tymi poje-
ciami znajduje sie 2-refleksywnosé, ktora oznacza gestosé operatoréow rzedu
najwyzej 2 w preanihilatorze. Opierajac sie na nowym podejsciu, w pracy
|O6] pokazano, ze przestrzen wszystkich (asymetrycznych) obcietych ope-
ratorow Toeplitza jest slabo* domknieta, 2-refleksywna oraz tranzytywna.
Okazuje sie, ze przestrzen asymetrycznych dualnych obcietych operatordéw
Toeplitza jest tez slabo* domknieta i 2-refleksywna, (mimo ze jej wlasnosci
znaczaco odbiegaja od wlasnosci obcietych operatorow Toeplitza). Co wie-
cej, w pracy udowodnione sa staba®* domknietosé i 2-refleksywnosé kazdej
podprzestrzeni przestrzeni asymetrycznych dualnych obcietych operatorow
Toeplitza.

Badania obcietych operatoréw Toeplitza i operatorow Hankela, motywuja
doktadne spojrzenie na wlasnosci i strukture sprzezen na L2. Szczegolng role
odgrywaja tu sprzezenia J (lub J*) i J# zdefiniowane jako (Jf)(z) := f(z) i
(J¥ f)(z) := f(%), oraz operatory mnozenia M, i M; na L%. Fakt, ze M,J =
JM; oraz JH? = H?, a J# jest przemienny z M, i zachowuje H? jest
bardzo pomocny w badaniu sprzezei na L2, co dobrze ilustruja prace [O7,
04]. W pracy [O7] zostaly opisane wszystkie sprzezenia C na L? wzgledem,
ktorych operator M, jest C-symetryczny. Uzupetniajac ten wynik, dr. Klis-
Garlicka w artykule |O4| charakteryzuje wszystkie sprzezenia przemienne z
M. Te wyniki pozwalaja udowodnié¢, miedzy innymi, brak sprzezen C' zacho-
wujacych H?, wzgledem ktorych operator M, jest C-symetryczny. Ponadto,
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okazuje sig, ze J# jest jedynym (z kotadnoscia do mnozenia przez stala)
sprzezeniem przemiennym z M, i zachowujacym H?2. Jednym z gléwnych
rezultatéw pracy, jest charakteryzacja sprzezeri C' takich, ze operator M,
jest C-symetryczny oraz zachowuje przestrzenie modelowe: C(K,) C Kp.
Jest to istotne wzmocnienie wezesniejszego wyniku z [O7], gdzie dodatkowo
zaktadalo sie, ze « dzieli 0. Ponadto, zostaly scharakteryzowane sprzezenia
przemienne z M, i zachowujace podprzestrzenie modelowe oraz podprze-
strzenie niezmiennicze wzgledem przesuniccia na H?, tzn. podprzestrzenie
postaci 0H?, gdzie 0 jest funkcja wewnetrzna.

Obszerne badania struktury sprzezen na L? sa realizowane w [03]. Pro-
wadza one do opisu sprzezen przemiennych z operatorami postaci Ag oraz
sprzezen, wzgledem ktorych Az jest zespolonym operatorem symetrycznym.
Mimo, ze rozumowania w [O3] sa naturalne i do$¢ proste, jestem pewien, ze
praca bedzie aktywnie wykorzystywana w dalszych badaniach operatoréw C-
symetrycznych, w szczegélnosci obcietych operatoréw Toeplitza. Czesé wy-
nikow uzyskanych w [O3|, Habilitantka wklada w artykule [O4] w bardziej
ogolny i wymagajacy kontekst przestrzeni wektorowych L?(T,H), gdzie H
jest osrodkows, przestrzenia Hilberta. Definicje sprzezen J i J# oraz operato-
row M, i Mz w sposéb naturalny adaptuja sie do przypadku wektorowego. W
[O4] otrzymano wersje wektorowe rezultatow z [O7] i [O4], charakteryzu-
jace wszystkie sprzezenia C' realizujace C-symetrie operatora M, na L?(H)
oraz wszystkie sprzezenia przemienne z M,. Ponadto opisano wszystkie M-
przemienne sprzezenia, ktére na dodatek zachowuja przestrzeii H?(T,H).
Dla H o skoriczonym wymiarze scharakteryzowano wszystkie M,-przemienne
sprzezenia lub sprzezenia splatajace M, z Mz, ktére odwzorowuja jedng prze-
strzenn modelowa w druga (przy technicznym zatozeniu czystosci odpowied-
nich funkcji wewnetrznych). Argumenty w poréwnaniu do [O3] wymagaja
zaawansowanej adaptacji, w tym na poziomie pojeciowym, i istotnie zaleza
od wlasnosci wersji wektorowych twierdzen i obiektow uzywanych w [O3]
(np. operatorowych funkcji wewnetrznych).

W artykule [O8], stojacym nieco obok gléwnego nurtu rozprawy, dr Klis-
Garlicka bada nastepujacy problem uzupelnienia. Zakladajac, ze przestrzen
Hilberta H ma rozktad ortogonalny H = H; @& Ha, C jest sprzezeniem na
H, oraz operator A jest ograniczony z Hy do Hi, Habilitantka bada mozli-
wos¢ ograniczonego rozszerzenia A na cale H tak, aby rozszerzenie to byto
C-symetrycznie. W sposéb naturalny powstaja tu zagadnienia opisu wszyst-
kich takich rozszerzen oraz znalezienia warunkow koniecznych (niezmienni-
kow). Tematyka uzupelnien jest szeroko umocowana w zastosowaniach, np. w
teorii przetwarzania obrazéw badZz mechanice kwantowej, a zatem jest wazna
i wymagajaca. Przygotowujac grunt do takich badan, dr Kli§-Garlicka cha-
rakteryzuje wszystkie zespolone symetryczne operatory Toeplitza. Warunki
na C-symetryczne uzupelienia uzyskane sg dla asymetrycznych obcietych
operatoréw Toeplitza, blokowych operatoréw Toeplitza na H? @ H?, oraz
operatorow Toeplitza o symbolu macierzowym. W niektoérych przypadkach
otrzymane warunki sg optymalne. Ponadto pewne naturalne klasy zespolo-
nych symetrycznych uzupehieri zbadane sa dla abstrakcyjnych operatoréw
Wienera-Hopfa. Wyniki te sa ciekawe i znalezienie ich optymalnej postaci
bytoby, moim zdaniem, dobrym problemem naukowym w przysztosci.



Pozostale osiggniecia naukowe dr Klis-Garlickiej.

Pozostate osiagniecia naukowe oméwie krotko, aby nie przedtuzac tej i tak
dtugiej recenzji. Wart podkreslenia jest fakt, ze dorobek Habilitantki obok
osiagniecia naukowego jest powazny, a niektore rezultaty maja duzy ciezar
gatunkowy.

Istotna czesé pozostatych osiagnie¢ dotyczy tez tematyki operatoréw To-
eplitza, a kilka artykulow jest $cisle zwiazanych z tematyka osiagniecia na-
ukowego. Wypada tu wyrozni¢ pomystowa prace |[P3|, gdzie Habilitantka
wspolnie z Camara, Lanuchg i Ptakiem dogtebnie zbadata cienkie wtasnosci
spektralne dualnych obcietych operatorow Toeplitza. Techniki [P3| opieraja
sie na badaniu réwnowaznych operatoréw po rozszerzeniu, pojeciu opera-
torow sparowanych oraz wersji Twierdzenia o koronie, i s3 w tym kontek-
Scie autentycznie nowe. Oprocz whasnosci spektralnych, zostata wyjasniona
struktura jader dualnych obcietych operatoréw Toeplitza, bedaca istotna w
teorii operatoréw Toeplitza. Ponadto, pokazano jak obciete operatory To-
eplitza zwigzane sa w sensie rownowaznosci po rozszerzeniu z ich dualnymi
analogonami, co jest ciekawym wynikiem. Zauwaze, ze praca |[P3| zostala
uhonorowana nagroda za najlepszy artykul opublikowany w roku 2020 w
Banach Journal of Mathematical Analysis. Operatory Toeplitza oraz ich ob-
ciete wersje byty tez badane w [P4], [P7], [P9] oraz [P11].

Osobnym tematem w badaniach dr Kli§-Garlickiej poza osiagnieciem na-
ukowym jest wlasno$é refleksywnosci podprzestrzeni operatorowych, krat
podprzestrzeni, oraz szereg pokrewnych wtasnosci. Na szczegélng uwage za-
stuguja wyniki z prac [P12] i [P2] dotyczace badania wtasnosci refleksywnosci
krat podprzestrzeni oraz podprzestrzeni operatorowych. (Przypomnijmy, ze
temat refleksywnosci juz byl krotko omoéwiony wyzej.) Uogolniajac wlasnosé
refleksywnosci kraty podprzestrzeni (lub odpowiednich rzutéw), pojecie ope-
ratorowej refleksywnosci takiej kraty zostalo wprowadzone przez Shul’'mana
i Todorova. Mimo, ze nowe pojecie okazalo sie do$é pozyteczne, nie byto
jasne, czy kazda krata podprzestrzeni jest hyperrefleksywna. Pomystowy
przyklad kraty ktora nie jest operatorowo hyperrefleksywna zostal skonstru-
owany przez Habilitantke w pracy [P12]. (Istotnie, przyktad posiada moc-
niejsza wlasnosé: jest to silnie domknieta krata, ktorej otoczka operatorowa-
refleksywna pokrywa sie z krata wszystkich podprzestrzeni). Z kolei, rozwi-
jajac teorie operatorowej refleksywnosci, w artykule [P2| zostalo wprowa-
dzone i zbadane nowe pojecie operatorowej hyperrefleksywnosci. Operato-
rowa hyperrefleksywno$é jest mocniejsza od jej refleksywnego analogonu, ale
moze nie implikowaé¢ zwyktej refleksywnosci. Jako przyktadowe wyniki, wspo-
mnijmy, ze w [P2] udowodniono, ze kazda skonczona krata podprzestrzeni
jest hyperrefleksywna, podkraty kraty operatoréw hyperrefleksywnej posia-
daja tez te wlasnos$é, oraz hyperereleksywnosé jest niezmiennicza wzgledem
sum prostych. Badania refleksywnosci i pokrewnych wlasnosci znajduja sie
tez w pracach [P1], [P6], |P7], [P8]-[P10], oraz [P13]. Wsr6d nich wyrdznia sie
praca |P6], gdzie charakteryzacje i wlasnosci stabo * domknietych podprze-
strzeni refleksywnych w sposéb naturalny uogoélnia sie na podprzestrzenie
k-refleksywne.



Moim zdaniem, z wynikéw Habilitantki o refleksywnosci mozna byloby
utozy¢ osobne osiagniecie naukowe, ktoére bedac dosé odlegtym od tematyki,
ocenianej w tej recenzji, mialoby nieprzecietna wartos¢ merytoryczna.

Uwagi ogo6lne: Oceniane osiggniecie naukowe zawiera szereg wartoscio-
wych wynikéw, skupiajacych sie wokoét badania wlasnosci algebraicznych ob-
cietych operatoréow Toeplitza i zwiazanych z nimi operatoréw sprzezenia. Jest
to aktualny temat, rozwoj ktérego przyczyni sie do postepéw w kilku dzia-
tach analizy funkcjonalnej i analizy zespolonej. Moim zdaniem, na wyrdznie-
nie zastuguja artykuly [O1], [O3], [O4] i [O6]. zawierajace ciekawe wyniki.
Habilitantka stosuje zaawansowane techniki analizy funkcjonalnej i dos¢ swo-
bodnie porusza sie miedzy jej dos¢ odlegtymi zagadnieniami.

7 drugiej strony, oceniane osiggniecie jest dos¢ hermetyczne, nieco bra-
kuje réznorodnosci metod i tematéow wokodt badanych zagadnieri, np. zwiaza-
nych z zaawansowana teoria funkcji czy teoria przestrzeni Hardy’ego. Argu-
menty uzywane w réznych pracach z cyklu [O1-O8] sa do$é¢ podobne i raczej
nie wymagaja istotnie nowych pomystéw, choé¢ na pewno sg niebanalne. Z
tego punktu widzenia wartos¢ osiagniecia by wzrosta po umieszczeniu w nim
np. pracy |P3]. Artykuly opublikowane sa w przyzwoitych czasopismach $red-
niej rangi. Ale nie jest to istotnym mankamentem. Uwazam, ze co najmniej
kilka prac mogloby trafi¢ do bardzo dobrych pism.

Autoreferat jest napisany do$¢ starannie. Badania nie sg jednak wlozone
w szerszy kontekst, a tekst jest przecigzony technicznymi sformutowaniami,
ktore sa czesto obarczone skapymi komentarzami. Wypadatoby uwypukli¢
liczne motywacje do badania operatoréw Toeplitza oraz operatoréw sprze-
zenia zespolonego, oraz przynajmniej zdawkowo omowié¢ szereg prac zwig-
zanych z omawianym osiggnieciem, np. C. Gu, B. Lanucha, M. Michalska,
Characterizations of asymmetric truncated Toeplitz and Hankel operators,
Complex Anal. Oper. Theory 13 (2019), 673-684; C. Gu, Characterizations
of dual truncated Toeplitz operators, J. Math. Anal. Appl. 496 (2021), no.
124815, 24 pp., J. Jurasik, B. Lanucha, Asymmetric truncated Toeplitz ope-
rators equal to the zero operator, Ann. Univ. M. Curie-Sktodowska, Sect. A,
70 (2016), 51-62, ale takich prac jest wiecej. Habilitantka nie ustrzegta sie
szeregu literowek, ale maja one charakter marginalny.

Cho¢ wszystkie pracy napisane sa we wspotautorstwie (wiekszosci z Camara,
Lanuchg i Ptakiem), udziat dr Klig-Garlickiej w ich powstawaniu jest niewat-
pliwie istotny, a czasami decydujacy. Dorobek obok osiggniecia naukowego
ilustruje szeroki zakres wspolpracy dr Klis-Garlickiej z innymi matematy-
kami.

Wart podkreslenia jest fakt, ze dorobek obok habilitacji jest powazny, a
niektore rezultaty majg duzy ciezar gatunkowy. Na szczegolng uwage zastu-
guja wyniki z prac dotyczacych refleksywnosci, krotko omoéwione wyzej. (Jak
juz wspominatem, pewne artykuty z tego dorobku mogltyby by¢ wtaczone do
osiagniecia naukowego, wzmacniajac jego wartos¢ naukowa).

Habilitantka wspoélorganizowala osiem konferencji miedzynarodowych i
odbyta szereg wizyt naukowych. Spedzita tez rok akademicki 2015 — 2016
w IM PAN na czasowym stanowisku badawczym. Ponadto, uczestniczyta
ona w realizacji dwoch grantéw naukowych. Wiec aktywnosé zawodowa Ha-
bilitantki jest na przyzwoitym poziomie.
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Reasumujac, przedstawione osiggniecie naukowe wyglada solidnie i rozwija
aktualny kierunek badan, wymagajacy zaawansowanego warsztatu oraz gle-
bokiego zrozumienia teorii operatoréow Toeplitza i zwiazanej z nia struktury
przestrzeni Hardy’ego, m.in. przestrzeni modelowych. Wskazane powyzsze
braki nie maja istotnego wplywu na moja ocene ogdlna osiagniecia.

Konkluzja: Uwazam, ze wyniki uzyskane w osiagnieciu nauko-
wym stanowia znaczacy wklad w rozwdj teorii operatoréw. Nie
mam watpliwosci, ze dr Kamila Klis-Garlicka spelnia wymagania
ustawowe i zwyczajowe do nadania stopnia doktora habilitowanego
zapisane w artykule 219 ustawy Prawo o szkolnictwie wyzszym i
nauce z dnia 20 lipca 2018 roku. Popieram wniosek o nadanie dr.
Kamile Klis-Garlickiej stopnia doktora habilitowanego w dziedzi-
nie nauk $cistych i przyrodniczych, dyscyplinie matematyka.

Yuriy Tomilov/
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