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1. Przedstawienie podstawowych danych o habilitantce.

Pani dr Joanna Jureczko uzyskata stopien doktora nauk matematycznych
w 2007 roku na Wydziale Matematyki, Fizyki i Chemii Uniwersytetu Slaskie-
go w Katowicach, na podstawie rozprawy ,,Wokoét metody Bolzano-Weierstra-
ssa”, napisanej pod kierunkiem Mariana Turzanskiego.

W latach 2004-2012 dr Jureczko pracowata w Wyzszej Szkole Bankowej w
Poznaniu (na Wydziale Zamiejscowym w Chorzowie), a w latach 2008-2017
— na Wydziale Matematyczno-Przyrodniczym Szkoly Nauk Scistych Uniwer-
sytetu Kardynata Stefana Wyszynskiego w Warszawie. Od 2017 roku jest
adiunktem badawczo-dydaktycznym w Katedrze Telekomunikacji i Teleinfor-
matyki Wydzialu Informatyki i Telekomunikacji Politechniki Wroctawskie;j.

Zgodnie z zataczong lista publikacji pani dr Jureczko jest autorka lub
wspotautorka 23 prac z zakresu teorii mnogosci i topologii (w tym jednej
monografii), 15 publikacji z dydaktyki matematyki, 3 prac z zastosowan ma-
tematyki oraz jednego podrecznika akademickiego, napisanego wspolnie z
M. Turzariskim. Sposrdd tej listy baza danych Mathematical Reviews (MR;
dostep 7 maja 2024 r.) uwzglednia 12 publikacji, opublikowanych w Open
Mathematics (3), Georgian Mathematical Journal (2) oraz po jednej w To-
pology and its Applications, Bulletin of the Iranian Mathematical Society,
Acta Universitatis Carolinae (Mathematica et Physica), Bulletin des Sciences
Mathématiques, Results in Mathematics, Annales Universitatis Paedagogicae
Cracoviensis i Mathematica Slovaca. Prace te wg MR byty cytowane 11 razy,
a wszystkie cytowania pochodza z 5 prac ich autorki.

2. Ocena osiagniecia naukowego.

Gléwnym przedmiotem recenzji jest osiagniecie naukowe w postaci mo-
nografii ,,On nonmeasurable sets and unions”, wydanej przez Akademicka
Oficyne Wydawnicza EXIT, Warszawa 2023, zawierajacej wyniki z pieciu
artykutéw opublikowanych [C1]-[C5] (stosuje tu numeracje zgodna z autore-
feratem habilitantki), w tym dwéch wspétautorskich (z R. Frankiewiczem i
B. Weglorzem [C1] oraz R. Frankiewiczem [C2]) oraz z czterech prac nieopu-
blikowanych [N1]-[N4].



Glownym obiektem badan, ktérych dotyczy monografia, jest pojecie roz-
ktadu Kuratowskiego, blisko zwigzane z wprowadzonym i uzywanym przez
Fremlina pojeciem wlasnosci AF . Wlasnosé AF_,, przystuguje trojce (X, 3,
gdzie X jest niepustym zbiorem, ¥ — o-cialem podzbioréw zbioru X, a Z —
o-idealem w P(X) generowanym przez Z N %, jesli ilekro¢ suma punktowo
skonczonej rodziny € C 7 nalezy do ¥\ Z, to suma pewnej podrodziny ro-
dziny & jest zbiorem spoza o-ciata X (por. D. H. Fremlin, Measure-additive
coverings and measurable selectors, Diss. Math. CCLX, (1987); pozycja [29]
w bibliografii dotaczonej do monografii). Pojecie rozkladu Kuratowskiego
zbioru X autorka stosuje do takiej rodziny £ C Z, ktora dodatkowo sktada
sie ze zbioréw parami roztacznych oraz jest swiadkiem na negacje wtasnosci
AF _,: suma kazdej podrodziny rodziny £ nalezy do o-ciala ¥, a suma calej
rodziny jest zbiorem spoza Z. Najwazniejsze przypadki szczegblne, ktore za-
poczatkowaty badanie rozktadéw Kuratowskiego, sg zwigzane ze zbiorami z
wtasnoscia Baire’a i zbiorami mierzalnymi w sensie Lebesgue’a. W pracy z
1935 roku Kuratowski pokazal, ze przy zalozeniu hipotezy continuum (CH),
jesli € jest podziatem odcinka [0, 1] na Wy zbioréw I kategorii Baire’a, to suma
pewnej podrodziny rodziny £ nie ma wtasnosci Baire’a. W latach 70., nieza-
leznie, Solovay i Bukovsky wyeliminowali z tego rezultatu zaréwno CH jak i
ograniczenie mocy podziatu, a takze udowodnili analogiczny wynik dla miary
Lebesgue’a. Badania rozktadéw Kuratowskiego, zwtaszcza w kontekscie mia-
ry i kategorii, a takze ogdlniejszej wlasnoéci AF_,, byly prowadzone przez
wielu matematykow, w tym - zeby wspomnie¢ tylko autorow najbardziej zna-
nych wynikow - Kunena, Frankiewicza, Fremlina, Brzuchowskiego, Cichonia,
Grzegorka i Rylla-Nardzewskiego. W monografii autorka podejmuje probe
kontynuacji tych badan, szukajac dla opisanych poje¢ nowych kontekstow,
zwigzkow tych poje¢ z innymi problemami, a takze starajac si¢ wzmocnié¢
znane wyniki.

Monografie rozpoczyna wstep obejmujacy pierwsze dwa rozdziaty, a takze
do pewnego stopnia rozdzial trzeci. Przytoczone sg w nim liczne definicje i
twierdzenia, pochodzace z cytowanej literatury. W bardzo wielu sformuto-
waniach sg jednak btedy. Niektore sprowadzaja sie do pominigcia pewnych
fragmentow formutowanych definicji i twierdzen i robig wrazenie potknieé re-
dakeyjnych lub literéwek (np. btedne sformutowania twierdzen 1.21(ii), 1.25,
1.27 i 1.35 oraz definicji metryki na str. 29 i miary doskonatej na str. 37),
inne jednak wydaja sie wykraczac¢ poza te kategorie. W szczegdlnodci:

— stwierdzenie ,,Shelah proved the existence of a nonmeasurable set assu-
ming ZF + DC” (drugi akapit na str. 5) jest nieprawdziwe,

— definicja filtru maksymalnego na zbiorze R (str. 13) jest bledna,

— definicje drzewa Lavera i porzadku <,, (str. 16) sa btedne,

— w twierdzeniach 1.36 i 1.37 (str. 30) pomieszane zostaly pojecia przestrze-
ni Baire’a oraz wtasnosci Baire’a,

— pojecie ciggu fuzyjnego i lemat o fuzji (str. 33) sa btednie sformutowane,

— pojecie gestosci zbioru w punkcie i twierdzenie o punktach gestosci (str.
35) sa blednie sformutowane,



— sformulowanie twierdzenia 1.52 (str. 38) bez dodania wyjasnienia, co ro-
zumiemy tutaj przez ,a Lebesgue measure” jest niezrozumiate,

— twierdzenie 2.2 (str. 43) jest w tym sformutowaniu falszywe.

Glowna cze$¢ monografii jest podzielona na trzy czesci. Zawartosé skta-
dajacych sie¢ na nie kolejnych trzynastu rozdziatéw zostata streszczona w
autoreferacie habilitantki. Ponizsze uwagi dotycza tych sposrdéd nich - co
najmniej po jednym z kazdej czesci - ktorym sie doktadniej przyjrzatem.

Rozdzial 4 z czesci 11 dotyczy rozkltadéow Kuratowskiego w sytuacji, gdy
¥ jest o-ciatem s podzbioréw przestrzeni X = 2 mierzalnych w sensie Mar-
czewskiego, a 7 - o-ideatem zbioréw sg. W rozwazanym rownolegle drugim
wariancie ¥ jest o-ciatem [ podzbioréw przestrzeni X = NN mierzalnych w
sensie Lavera, a Z - o-ideatem zbioréw ly. Wyniki pochodza ze wspoélnej z
R. Frankiewiczem i B. Weglorzem pracy [C1]. Gtéwne lematy, 4.1 i 4.2; sa
falszywe, poniewaz wspétczynnik cov(Z), wyrazajacy minimalna moc rodziny
zbiorow z Z, ktorych suma jest caty zbior X, moga by¢ niesprzecznie mniej-
sze od continuum (zob. B. Velickovic, ccc posets of perfect sets, Compositio
Mathematica 79(3), 1991 oraz M. Goldstern, M. Repicky, S. Shelah, O. Spi-
nas, On tree ideals, Proc. Amer. Math. Soc. 123, 1995). Stawia to glowny
wynik tego rozdziatu (wniosek 4.1) pod znakiem zapytania, poniewaz wbrew
poprzedzajacemu go zdaniu nie wynika on bezposrednio z twierdzenia 4.1 (w
ktérym tezy lematéw 4.1 1 4.2 zostaly przeniesione do zatozen) lecz wlasnie
w istotny sposob z tych dwoch fatszywych lematow.

Rozdziat 5 z czesci II dotyczy rozktadow Kuratowskiego w sytuacji, gdy
. jest o-ciatem C'R podzbioréw catkowicie ramseyowskich przestrzeni X =
[N]® (czyli zbioréw z wlasnoscia Baire’a w topologii Ellentucka), a Z -
o-idealem zbioréw nigdzie ramseyowskich N R (czyli zbioréw I kategorii Ba-
ire’a w tej topologii). Wyniki réwniez pochodza z pracy [C1] i sytuacja jest
podobna do tej z rozdzialu 4. Gtéwny lemat (5.1) jest falszywy, poniewaz
niesprzecznie wspotczynnik cov(N R) moze by¢ mniejszy od continuum (zob.
np. P. Corazza, Ramsey sets, the Ramsey ideal, and other classes over R,
J. Symb. Logic 57(4), 1992). Gléwny wynik tego rozdziatu (wniosek 5.1) nie
zostal poprawnie uzasadniony, poniewaz w jego dowodzie korzysta sie z fal-
szywego lematu 5.1 (w twierdzeniu 5.1 wzmocniona wersja jego tezy zostala
przeniesiona do zalozen). Wniosek 5.1 jest jednak prawdziwy, co pokazal
Fremlin (zob. Theorem 7Ja w cytowanej monografii jego autorstwa), ale nie
zostalo to odnotowane w recenzowanej monografii.

Rozdzial 11 z czedci 111 po$wiecony jest probie uogdlnienia twierdzenia
Louveau i Simpsona stwierdzajacego, ze dla kazdej funkcji f ze zbioru [N]¥
w dowolng przestrzen metryczna Y, z mierzalnosci funkcji f wzgledem o-ciata
podzbioréw z wlasnoscia Baire’a w przestrzeni [N]¥ z topologia Ellentucka
wynika istnienie nieskorficzonego zbioru T' C N, dla ktérego obraz f([T]*°)
jest podprzestrzenig o$rodkowa przestrzeni Y. Uogdlnienie, sformutowane ja-
ko twierdzenie 11.2, polega¢ ma na rozszerzeniu tezy twierdzenia Louveau
i Simpsona na funkcje okre$lone na podprzestrzeniach A ¢ C'R przestrzeni
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[N]®. Pochodzi ono z pracy [C1], podobnie jak oméwione weze$niej wyni-
ki z rozdziatéw 4 i 5. Zaprezentowany dowod nie wydaje mi sie poprawny.
W szczegdlnosei nie znajduje w nim ani uzasadnienia istnienia rodziny C o
zadanych wtasnosciach, ani argumentu na nieprzeliczalno$é rodziny By (ta
rodzina, jesli dobrze interpretuje jej utomna pod wzgledem formalnym defini-
cje, moze nawet by¢ pusta, jesli zbiér A ma puste wnetrze w sensie topologii
Ellentucka). Ponadto w kluczowym momencie uzywa sie wniosku 5.1 (czy-
li wspomnianego wyzej twierdzenia Fremlina), ktérego zatozenia wymagaja
jednak, by zbiér A byl otwarty i gesty, czego o zbiorze A w twierdzeniu
11.2 nie zaktadamy. Z tego samego powodu prawdziwosé¢ twierdzenia 11.3(b)
(punkt (a) jest powtérzeniem twierdzenia 11.2) réwniez stoi pod znakiem
zapytania.

Celem rozdziatu 12 z czesci 111, zawierajacego wyniki ze wspoélnej z R. Fran-
kiewiczem pracy [C2], jest powiazanie tezy znanego twierdzenia Gitika i She-
laha z nieistnieniem rozktadu Kuratowskiego odcinka [0,1] na zbiory miary
Lebesgue’a zero i tym samym pokazanie nowego, prostszego dowodu tego
twierdzenia. Twierdzenie Gitika-Shelaha orzeka w szczegoélnosci, ze jesli 7
jest k-zupelnym idealem na nieprzeliczalnej liczbie kardynalnej x, zawieraja-
cym wszystkie singletony, to algebra ilorazowa P(k)/Z nie jest izomorficzna z
algebra miary Lebesgue’a. Zaprezentowane podejscie do dowodu tego gtebo-
kiego i trudnego rezultatu wydaje mi sie catkowicie chybione. Z zaprzeczenia
jego tezy, w sposob utomny pod wzgledem formalnym (zob. sformutowanie
Lematu 12.1 i dowdd twierdzenia 12.1) wyprowadzane jest istnienie podziatu
odcinka [0,1] na zbiory miary zero o tej wlasnosci, ze suma dowolnej jego
podrodziny mocy mniejszej niz k tez jest miary zero. Konczaca to rozumo-
wanie konkluzja, ze znaczy to, ze podziat ten jest rozktadem Kuratowskiego
(str. 103), jest catkowicie nieuzasadniona. Z istnienia takiego podziatu wynika
jedynie, ze k < 2%. To jednak w ogdle nie wymagalo dowodu: gdyby alge-
bra P(k)/Z byla izomorficzna z algebra miary Lebesgue’a, to ideat Z bytby
w szczegblnoscei ideatem bezatomowej o-addytywnej miary probabilistycznej,
okreslonej na P (k) i zerujacej si¢ na singletonach, i wtedy nieréwnosé x < 2%
jest znanym wynikiem pochodzacym od Ulama.

W rozdziale 13 z czesci 111, zawierajacym wyniki z nieopublikowanej pracy
[N2], badane sa mozliwosci przeniesienia konkluzji twierdzenia Lavera (blisko
zwiazanego z twierdzeniem Halperna-Lauchliego) na inne podobne sytuacje.
Twierdzenie to orzeka w szczegdlnodci, ze z kazdego ciagu f,, n = 0,1,...,
funkcji ciaglych z kostki Hilberta [0, 1]Y w [0, 1] mozna wybra¢ podciag f,,
k = 0,1,..., jednostajnie zbiezny na pewnej kostce postaci Py X P; X ...,
gdzie dla kazdego ¢ € N, P; jest niepustym podzbiorem doskonatym odcinka
[0, 1].

Twierdzenie 13.4, bedace jednym z dwoch gtownych wynikéw tego roz-
dziatu, stwierdza w szczegdlnosci, ze z kazdego ciagu f,, n = 0,1,.. ., funkcji
CR-mierzalnych z przestrzeni [N]* z topologiag Ellentucka 7z (czyli funkcji
mierzalnych wzgledem o-ciala zbioréw z wlasnoscia Baire’a w tej topologii)
o wartosciach w [0, 1] mozna wybra¢ podciag f,,, kK = 0,1,..., jednostaj-
nie zbiezny na pewnym zbiorze bazowym postaci [a, A]. Twierdzenie to jest
falszywe. Zeby sie o tym przekonaé, ustalmy ciag funkcji g, : [N]¥ — [0, 1],
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n=0,1,..., ciaglych w sensie topologii zbieznosci punktowej 7, na [N] (czy-
li topologii podprzestrzeni ztozonej z nieskonczonych podzbioréw zbioru N w
zbiorze Cantora wszystkich podzbioréw zbioru N, w ktorej ta podprzestrzen
jest homeomorficzna z przestrzenia Baire’a NY), zbiezny punktowo i monoto-
nicznie do zera, ktéry nie jest zbiezny jednostajnie na zadnej domknigtej w 7,
kopii przestrzeni Baire’a (z monotonicznosci wynika, ze réwniez dowolny jego
podciag ma te wlasnosé). Istnienie takiego ciggu gwarantuje Theorem 2.1 z
pracy R. Pola i P. Zakrzewskiego On two consequences of CH established
by Sierpinski, niedawno opublikowanej on-line w Archive for Mathematical
Logic (zob. https://rdcu.be/dH{7f). Zauwazmy, ze funkcja identycznosciowa
id : ([N} 7)) — ([NJ}, 7,) jest ciagta. Ponadto kazdy zbiér postaci [a, A] 7
kanonicznej bazy topologii Ellentucka jest domknieta w 7, kopig przestrzeni
Baire’a, wiec zaden podciag ciagu (g, ), nie jest zbiezny jednostajnie na [a, A].
Oznacza to, ze ciag f, = gn oid : ([N]*,75) — [0,1], n = 0,1,..., funkcji
ciggtych w topologii Ellentucka, przeczy tezie twierdzenia 13.4.

Rozdzial 16 z czedci IV zawiera wyniki z pracy [C5], opublikowanej w
dobrym czasopismie Bulletin des Sciences Mathématiques. Sa one poswie-
cone miarom doskonatym (ktérych jedna z réwnowaznych definicji, ograni-
czona do miar probabilistycznych, jest nastepujaca. Miara p : A — [0, 1],
okreslona na o-ciele A podzbioréw zbioru X jest doskonala, jesli dla kazdej
A-mierzalnej funkcji f : X — R istnieje zbiér borelowski E C f(X) taki, ze
W1 (E) = 1),

Zaczne od uwagi, ktéra, cho¢ ma marginalny charakter, pokazuje jednak,
ze zjawisko btednych sformutowan znanych definicji i twierdzen nie ogra-
nicza sie tylko do wstepnych rozdzialéw monografii. Rozdzial rozpoczyna
przypomnienie waznego twierdzenia Kuratowskiego i Rylla-Nardzewskiego
w sformutowaniu z monografii Kuratowskiego i Mostowskiego ,,Set theory
with an introduction to descriptive set theory”, zacytowanego jednak z po-
waznym bledem (por. Theorem 1 na str. 458). W monografii Kuratowskiego
i Mostowskiego symbol 2¥ oznacza rodzine wszystkich domknietych niepu-
stych podzbiorow danej przestrzeni polskiej Y — twierdzenie Kuratowskiego
i Rylla-Nardzewskiego dotyczy wtasnie odwzorowan, ktorych wartosciami sa
takie zbiory. Natomiast w recenzowanej monografii w miejscu 2¥ wystepuje
P(Y), czyli rodzina wszystkich podzbioréw zbioru Y.

G1ownym rezultatem tego rozdziatu jest twierdzenie 16.5, majace wzmoc-
ni¢ znany wczesniej wynik, stwierdzajacy, ze jesli p jest miara doskonala na
zbiorze X, to nie istnieje dla tej miary rozktad Kuratowskiego zbioru X mocy
mniejszej od pierwszej liczby mierzalnej. Innymi stowy, jesli {A; : i € I} jest
podziatem zbioru X na kawatki miary zewnetrznej p zero oraz nie istnieje
zerujaca sie na singletonach (o-addytywna) miara dwuwartosciowa okreslo-
na na P(X), to dla pewnego zbioru J C I, zbiér U;c; A; jest niemierzalny
(zob. np. G. Koumoullis, On perfect measures, Theorem 2.5). Wzmocnienie w
twierdzeniu 16.5 polega na pominieciu zatozenia dotyczacego mocy rozktadu
oraz rozpatrywaniu rodzin punktowo skonczonych zamiast podziatéw. Przy
zalozeniu, ze liczba mierzalna nie istnieje, twierdzenie to jest znane, rowniez
w wersji dla rodzin punktowo skoniczonych (zob. Proposition 4F w cytowanej
monografii Fremlina). Jesli natomiast liczby mierzalne istnieja, to jest ono
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falszywe — kontrprzykltadem jest zerujaca sie na singletonach o-addytywna
miara dwuwarto$ciowa okreslona na P(X) dla pewnego zbioru X, ktérego
moc jest liczbg mierzalna (taka miara jest doskonala) i podziat zbioru X na
singletony.

Poniewaz w (zawierajacym istotne luki) dowodzie twierdzenia 16.5 korzy-
sta si¢ z dodatkowego zaltozenia o bezatomowosci miary u (punkt (4) kon-
strukeji), mozna by przypuszczaé, ze zalozenie to nie zostato dodane przez
przeoczenie. Jednakze twierdzenie 16.5 nawet przy tym zalozeniu (i zatozeniu
istnienia liczby mierzalnej) jest falszywe. Zeby sie o tym przekonaé, zatézmy,
ze dla pewnego zbioru S, ktorego moc jest liczbg mierzalna, v jest zerujaca
sie na singletonach o-addytywna miara dwuwarto$ciowa okreslona na P(S),
a A — miarg Lebesgue’a na o-ciele B borelowskich podzbioréw odcinka [0, 1].
Niech X =S x [0,1], A = P(S) ® B iniech u: A — [0, 1] bedzie produktem
miar v i A. Wéwcezas miara p jest doskonata jako produkt probabilistycz-
nych miar doskonatych (zob. Sazonov, On perfect measures, pozycja [81] w
bibliografii recenzowanej monografii) i nietrudno sprawdzié, ze jest to miara
bezatomowa. Podzial {{s} x [0,1] : s € S} jest jednak rozktadem Kuratow-
skiego zbioru X.

Z twierdzenia 16.5 wyprowadzone sa wnioski (twierdzenia 16.6 1 16.7),
dotyczace istnienia selektorow mierzalnych odwzorowania F', ktérego war-
tosciami sa domkniete niepuste podzbiory przestrzeni metrycznej. Wzmoc-
nienia znanych rezultatow maja polega¢ na pominigciu zatozenia na temat
mocy zbioru wartosci odwzorowania F'. Ich dowody nie sg jednak poprawne,
poniewaz odwotuja si¢ do tego wtasnie przypadku twierdzenia 16.5, w ktérym
jest ono fatszywe. Ponadto twierdzenie 16.7 jest znane (zob. Theorem 10Ed w
cytowanej monografii Fremlina), co nie zostalo odnotowane w recenzowanej
monografii.

3. Konkluzja.

Nie jest zadaniem recenzenta wskazanie wszystkich btedow recenzowane;j
monografii, zwlaszcza w sytuacji, gdy analiza poprawnosci rozumowan jest
utrudniona z powodu ich znacznych ulomnosci od strony formalnej. Powyz-
sze uwagi krytyczne wystarczajaco, moim zdaniem, uzasadniaja nastepujaca
konkluzje, ktora zarazem zwalnia z koniecznosci oceny pozostatej dziatalno-
sci naukowej habilitantki, opisanej szczegétowo w autoreferacie. Konkluzje
te formutuje z przykroscia, ale w sposéb zdecydowany: w moim przekonaniu
przedstawiona przez panig dr Joanne Jureczko monografia nie odpowiada
wymaganiom okre$lonym w art. 219 ust. 1 pkt. 2 ustawy Prawo o szkolnic-
twie wyzszym i nauce, poniewaz nie stanowi ,znacznego wkladu w rozwoj
okreslonej dyscypliny” i tym samym nie moze by¢ podstawa do nadania pani
Jureczko stopnia doktora habilitowanego w dziedzinie nauk $cistych i przy-
rodniczych, dyscyplinie matematyka.



