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1 Wst ֒ep

Ważn ֒a cz ֒eści ֒a algebry uniwersalnej jest badanie zwi ֒azków pomi ֒edzy alge-
brami i rozmaitościami algebr a ich kratami podalgebr. Na przykład, J. Sha-
piro pokazał w pracy [Finite Equational Bases for Subalgebra Distributive
Varieties, Alg. Univ. 24 (1987), 36-40], że rozmaitość algebr, w której każda
algebra ma rozdzieln ֒a krat ֒e podalgebr (tzw. rozmaitość podalgebrowo ro-
dzielna), ma skończon ֒a baz ֒e równościow ֒a. Inn ֒a grup ֒a ważnych problemów
w algebrze uniwersalnej jest reprezentacja krat poprzez kraty podalgebr al-
gebr danego typu, czy z danej rozmaitości. Cz ֒eść tych problemów jest ci ֒agle
nierozwi ֒azanych (patrz np. [Topics in Universal Algebra, B. Jónsson (LNM
250), Springer 1972]).
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Oczywiście krata podalgebr jest również w miar ֒e ważnym poj ֒eciem w
klasycznej algebrze. Dla przykładu, pewien rodzaj wymiaru modułów jest
definiowany poprzez kratowy wymiar ich krat podmodułów, które s ֒a modu-
larnymi kratami (patrz np. [General Lattice Theory, G. Grätzer, Birkhäuser
Verlag, 1998]). Przypomnijmy również, że pewna cz ֒eść teorii grup bada kraty
podrup oraz zwi ֒azki pomiedzy grupami i ich kratami podgrup (patrz [Sub-
group lattices of Groups, R. Schmidt, Walter de Gruyter 1994]).

W teorii algebr cz ֒eściowych dobrze znane poj ֒ecie podalgebry rozbija si ֒e
na kilka zupełnie różnych poj ֒eć. Oczywiście klasyczne poj ֒ecie podalgebry
przenosi si ֒e bez zmian na przypadek cz ֒eściowy (b ֒edziemy je tutaj nazy-
wać silnymi, żeby odróżnić je od innych rodzajów cz ֒eściowych podalgebr).
Z drugiej strony, mamy słabe podalgebry, które wydaj ֒a si ֒e bardzo silnym
narz ֒edziem do badania algebr, również totalnych. Rozpatruje si ֒e jeszcze kilka
innych rodzajów cz ֒eściowych podalgebr, np. relatywne i odcinki pocz ֒atkowe
(definicje można znaleźć np. w (P1)). Jednak prace (P1)–(P7) badaj ֒a głów-
nie kraty słabych i silnych podalgebr oraz wpływu kraty słabych poalgebr na
krat ֒e silnych podalgebr.
Mówi ֒ac w dużym skrócie (dokładniejsze omówienie wyników jest podane

w nast ֒epnych paragrafach), prace (P1) i (P2) wprowadzaj ֒a zwi ֒azki pomi ֒edzy
algebrami cz ֒eściowymi i hypergrafami (zorientowanymi i niezorientowanymi),
które s ֒a bardzo pomocne w badaniu krat podalgebr.
W pracy (P3) stosuj ֒e ten hipergrafowy j ֒ezyk do unarnych cz ֒eściowych al-

gebr (w tym przypadku mamy do czynienia z grafami i digrafami) i dowodz ֒e
że dwie algebry unarne maj ֒a izomorficzne kraty silnych podalgebr wtedy i
tylko wtedy gdy pewne specjalne acykliczne digrafy odpowiadaj ֒ace tym alge-
brom maj ֒a izomorficzne porz ֒adki. W podobny sposób możemy sprawdzić czy
krata silnych podalgebr danej unarnej algebry jest izomorficzna z dan ֒a krat ֒a.
W pracy (P4) badam pewn ֒a klas ֒e unarnych algebr, których kraty silnych
podalgebr spełniaj ֒a pewnien warunek skończoności. W tym przypadku po-
wyższe dwa rezultaty przyjmuj ֒a prostsz ֒a postać (izomorfizm krat odpowiada
izomorfizmom pewnych digrafów). Nast ֒epnie (i to jest główny cel tej pracy),
korzystaj ֒ac z tych rezultatów znajduj ֒e warunki konieczne i dostateczne na
pary krat, które s ֒a izomorficzne z kratami słabych i silnych podalgebr jednej
unarnej algebry.
Praca (P5) pokazuje, że krata słabych podalgebr jest rzeczywiście silnym

narz ֒edziem do badania algebr, ponieważ dla lokalnie skończonej (totalnej) al-
gebry skończonego typu, jej krata słabych podalgebr wyznacza jednoznacznie
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krat ֒e silnych podalgebr. Niestety przy pewnym dodatkowym założeniu o hi-
pergrafie tej algebry. Założenie to jest bardzo naturalne dla hipergrafów, ale
tłumaczy si ֒e na j ֒ezyk algebry jako niespełnianie pewnych równości.
Praca (P6) zawiera konstrukcj ֒e (totalnej) quasigrupy, która ma rozdzieln ֒a

krat ֒e podquasigrup, jest generowana przez dwa elementy i nie ma jednego
generatora. To pokazuje, że w przypadku quasigrup, rozdzielność kraty po-
dalgebr jest znacznie słabszym warunkiem niż dla grup. Przypomnijmy kla-
syczny rezultat udowodniony przez O. Ore’go (patrz np. [Subgroup lattices
of Groups, R. Schmidt, Walter de Gruyter, 1994]), że grupa ma rozdzieln ֒a
krat ֒e podgrup wtedy i tylko wtedy gdy jest lokalnie cykliczna. Praca (P6)
bezpośrednio nie używa hipergrafowego j ֒ezyka z prac (P1) i (P2), natomiast
cała konstrukcji jest oparta na spojrzeniu na quasigrup ֒e jak na zorientowany
hipergraf, którego kraw ֒edzie (pochodz ֒ace od jej trzech binarnych operacji)
spełniaj ֒a pewne warunki, które pochodz ֒a od równości quasigrupy.
Praca (P7) zawiera charakteryzacj ֒e kraty słabych podalgebr cz ֒eściowej

algebry danego typu. Dokładniej, charakteryzajca kraty słabych podalgebr
została podana przez W. Bartola w pracy [Weak Subalgebra Lattices, Com-
ment. Math. Univ. Carolinae 31 (1990), 405-410]. Niestety, ta charakteryza-
cja i jej dowód nie daj ֒a żadnych informacji o typie algebry, a jest to bardzo
naturalne pytanie. Tak postawiony problem jest naprawd ֒e trudny. Maj ֒ac hi-
pergrafowy j ֒ezyk wystarczy scharakteryzować hypergrafy które mog ֒a być re-
prezentowane przez cz ֒eściowe algebry danego typu. W ten sposób otrzymam
również daleko id ֒ace uogólnienie rezultatu opisuj ֒acego kiedy kraw ֒edzie nie-
zorientowanego grafu mog ֒a zostać zorientowane w ten sposób, że otrzymamy
funkcyjny digraf (lub równoważnie monounarn ֒a algebr ֒e). Przypomnijmy, że
ten ostatni rezultat należy także do O. Ore’go (patrz np. [Graphs and Hy-
pergraphs, C. Berge, North-Holland, 1973).

2 Omówienie otrzymanych wyników

2.1 Zwi
֒
azki pomi

֒
edzy algebrami i hipergrafami

W pracach (P1) i (P2)1 pokazuj ֒e zwi ֒azki pomi ֒edzy algebrami cz ֒eściowymi
i hipergrafami (niezorietowanymi i zorientowanymi). Niektóre z nich s ֒a bar-

1Na stronie 82 s
֒
a dwa bł

֒
edy drukarskie:

linie 1 i 2: jest Proposition 3.19, powinno być Proposition 3.21.
linia 5: jest (κ−1(0), κ−1(1), κ−1(2), . . .), powinno być (|κ−1(0)|, |κ−1(1)|, |κ−1(2)|, . . .)
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dzo proste, ale również bardzo przydatne w badaniu krat różnego rodzaju
cz ֒eściowych podalgebr. Przypominam je w miar ֒e dokładnie, ponieważ sta-
nowi ֒a one podstaw ֒e do dalszych badań w pracach (P3)–(P7).
Żeby unikn ֒ać jakichkolwiek w ֒atpliwości w oznaczeniach przypomnijmy na

pocz ֒atku, że typem algebry (totalnej lub cz ֒eściowej) nazywamy par ֒e 〈K,κ〉,
gdzieK jest zbiorem symboli operacyjnych, a κ:K −→ N jest funkcj ֒a arności
z K w zbiór liczb całkowitych nieujemnych N.
Algebr ֒a cz ֒eściow ֒a typu 〈K,κ〉 nazywamy par ֒e A = 〈A, (k

A)k∈K〉, gdzie
A jest zbiorem elementów algebry, oraz dla każdego k ∈ K, kA jest cz ֒eściow ֒a
funkcj ֒a z A

κ(k) w A (tzn. funkcj ֒a określon ֒a na pewnym podzbiorze zbioru
Aκ(k)). Bior ֒ac totalne opercje zamiast cz ֒eściowych otrzymujemy defincj ֒e (to-
talnej) algebry.
Klasyczne (totalne) podalgebry definiujemy w cz ֒eściowym przypadku do-

kładnie tak samo jak dla totalnych algebr. Te podalgebry b ֒edziemy nazy-
wać silnymi, żeby je odróżnić od innych rodzajów cz ֒eściowych podalgebr.
Wszyskie własności takich podalgebr przenosz ֒a si ֒e bez zmian na przypadek
cz ֒eściowy. W szczególności, zbiór wszystkich silnych podalgebr Ss(A) algebry
A, razem z inkluzj ֒a, tworzy krat ֒e algebraiczn ֒a Ss(A) = 〈Ss(A),¬s〉.
Drugim typem cz ֒eściowych podalgebr s ֒a słabe podalgebry (patrz np.

[Lectures on Algebras, Equations and Partiality, eds W. Bartol, F. Rosselló,
L. Rudak, Tech. report B-006, Univ. Illes Balears, Dept. Ciencies Mat. Inf.,
1992]). Przypomnijmy, że cz ֒eściowa algebra B = 〈B, (k

B)k∈K〉 tego samego
typu 〈K,κ〉 jest słab ֒a podalgebr ֒a algebry cz ֒eściowejA, jeśliB ⊆ A i k

B ⊆ kA

dla każdego k ∈ K. Zbiór wszystkich słabych podalgebr Sw(A) cz ֒eściowej al-
gebry A, razem z inkluzj ֒a, tworzy krat ֒e algebraiczn ֒a Sw(A) = 〈Sw(A),¬w〉.
Pełna charakteryzacja kraty słabych podalgebr wygl ֒ada nast ֒epuj ֒aco (patrz

[Weak Subalgebra Lattices, W. Bartol, Comment. Math. Univ. Carolinae 31
(1990), 405-410]):
Krata L = 〈L,¬L〉 jest izomorficzna z krat ֒a słabych podalgebr Sw(A) alge-
bry cz ֒eściowej A wtedy i tylko wtedy gdy L spełnia nast ֒epuj ֒ace warunki:

(W.1) L jest algebraiczna i rozdzielna,

(W.2) każdy element L jest kresem górnym ∨−nieredukowalnych elementów,

(W.3) dla każdego niezerowego i nieatomowego ∨−nieredukowalnego elementu
i, zbiór wszystkich atomów zawartych w i jest skończony i niepusty,

(W.4) zbiór wszystkich niezerowych i nieatomowych ∨−nieredukowalnych ele-
mentów L jest antyłańcuchem.
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Element i kraty L jest ∨−nieredukowalny, jeśli równość i = a ∨ b implikuje,
że i = a lub i = b.

W pracach (P1) i (P2) rozpatruj ֒e również dwa inne rodzaje cz ֒eściowych
podalgebr, mianowicie, relatywne podalgebry i odcinki pocz ֒atkowe. Nie b ֒e-
dziemy tu jednak przypominać ich defincji, ponieważ te dwa rodzaje po-
dalgebr nie graj ֒a tak ważnej roli w dalszej cz ֒eści mojej rozprawy jak słabe i
silne podalgebry. Te podalgebry też tworz ֒a kraty algebraiczne Sr(A) i Si(A),
odpowiednio.

Ponieważ b ֒ed ֒e reprezentować algebry przy pomocy hipergrafów, zbiory
wierzchołków i kraw ֒edzi mog ֒amieć dowoln ֒amoc, oraz wielokrotne kraw ֒edzie
i izolowane wierzchołki mog ֒a wyst ֒epować w hipergrafie. Dlatego użyj ֒e trochȩ
bardziej formalnej definicji niż zwykle (patrz np. [Hypergraphs. Combinato-
rics of Finite Sets, Berge C., North-Holland, Amsterdam, 1989]).
Hipergraf (niezorientowany) jest trójk ֒a H = 〈V

H, EH, IH〉, gdzie V H jest
zbiorem wierzchołków H, EH jest zbiorem krawȩdzi H i IH jest funkcja̧ ze
zbioru EH w zbiór wszystkich skończonych i niepustych podzbiorów zbioru
V H. Oczywiście IH(e) jest zbiorem końców kraw ֒edzi e.

Ponieważ podhipergrafy służ ֒a do reprezentowania słabych podalgebr, po-
trzebuj ֒e również troch ֒e bardziej ogólnej definicji podhipergrafów niż zwykle
(patrz ta sama ksi ֒ażka).
Hipergraf K = 〈V K, EK, IK〉 jest słabym podhipergrafem hipergrafu H =

〈V H, EH, IH〉, jeśli V K ⊆ V H, EK ⊆ EH i IK ⊆ IH.
Podobnie jak dla algebr, można pokazać, że zbiór wszystkich słabych pod-

hipergrafów hipergrafu H tworzy krat ֒e algebraiczn ֒a Sw(H) = 〈Sw(H),¬w〉.

W (P1) definiuj ֒e również relatywne podhipergrafy hypergrafu H, ich ro-
dzina również tworzy krat ֒e algebraiczn ֒a Sr(H).

Potrzebuj ֒e również poj ֒ecia dihipergrafu (czyli zorientowanego hipergrafu),
jest to proste uogólnienie digrafów.
Dihipergraf jest trójk ֒a D = 〈V

D, ED, ID〉, gdzie V D jest zbiorem wierz-
chołków D, ED jest zbiorem (zorientowanych) krawȩdzi D i ID = 〈ID1 , I

D
2 〉

jest par ֒a funkcji tak ֒a, że I
D
1 jest funkcj ֒a z E

D w zbiór wszystkich skończo-
nych podzbiorów (razem ze zbiorem pustym) zbioru V D oraz ID2 jest funkcj ֒a
z ED w V D.
Dla dowolnej kraw ֒edzi e, I

D
1 (e) jest zbiorem pocz ֒atkowym e, a I

D
2 (e) jest

wierzchołkiem końcowym e.
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Kraw ֒edź e nazywamy k−kraw ֒edzi ֒a, jeśli jej zbiór pocz ֒atkowy ma k wierz-
chołków (tzn. |ID1 (e)| = k). Kraw ֒edź e jest p ֒etl ֒a, jeśli I

D
2 (e) ∈ I

D
1 (e). W

przeciwnym razie mówimy, że e jest regularna.

Ta definicja dopuszcza kraw ֒edzie z pustym zbiorem pocz ֒atkowym (tzn.
0−kraw ֒edzie), które można (podobnie jak dla algebr) utożsamić z ich koń-
cowymi wierzchołkami i dlatego nazywam je także stałymi. 0−kraw ֒edzie re-
prezentuj ֒a stałe algebry.

Słabe poddihipergrafy dihipergrafuD definiuj ֒e podobnie jak w przypadku
hipergrafów. Co wi ֒ecej, ten rodzaj poddihipergrafów jest także używany do
reprezentowania słabych podalgebr.
Zbiór wszystkich słabych poddihipergrafów dihipergrafu D tworzy krat ֒e

algebraiczn ֒a Sw(D) = 〈Sw(D),¬w〉.

Ponieważ b ֒ed ֒e także używać poddihipergrafów do reprezentowania sil-
nych podalgebr, potrzebuj ֒e dodatkowo nast ֒epuj ֒acej definicji.
Słaby poddihipergraf G = 〈V G, EG, IG〉 dihipergrafu D = 〈V D, ED, ID〉

jest silnym poddihipergrafem, jeśli dla każdej kraw ֒edzi e warunek I
D
1 (e) ⊆ V

G

implikuje, że e należy do G (w szczególności ID2 (e) ∈ V
G).

Zbiór wszytkich silnych poddihipergrafów dihipergrafu D tworzy krat ֒e
algebraiczn ֒a Ss(D) = 〈Ss(D),¬s〉.

W (P1) definiuj ֒e również relatywne i dualnie silne poddihipergrafy di-
hipergrafu D. Ich rodziny również tworz ֒a kraty algebraiczne Sr(D) i Sd(D)
odpowiednio.

Z dihipergrafem D można zwi ֒azać hipergraf D
∗ (nazywany czasami szkie-

letem D), który powstaje z D przez pomini ֒ecie orientacji kraw ֒edzi, tzn.

V D
∗

= V D, ED
∗

= ED i ID
∗

(e) = ID1 (e) ∪ {I
D
2 (e)} dla każdego e ∈ E

D.

Z aksjomatu wyboru wynika, że dla każdego hipergrafuH, istnieje dihipergraf
D taki, że D∗ = H.
Dla dowolnego dihipergrafu D zachodz ֒a (patrz (P1)),

Sw(D) ≃ Sw(D
∗) i Sr(D) ≃ Sr(D

∗).

Cz ֒eściowej algebrze A = 〈A, (k
A)k∈K〉 typu 〈K,κ〉 przyporz ֒adkowuj ֒e di-

hipergraf D(A) w nast ֒epuj ֒acy sposób: A jest jego zbiorem wierzchołków, a
kraw ֒edziami s ֒a czwórki 〈Va, a, k, k

A(a)〉, gdzie kA jest κ(k)−arn ֒a cz ֒eściow ֒a
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operacj ֒a na A, a = (a1, a2, . . . , aκ(k)) jest κ(k)−elementowym ci ֒agiem ele-
mentów z A, Va = {a1, a2, . . . , aκ(k)} jest zbiorem wszystkich parami różnych
elementów ci ֒agu a oraz k

A jest określona na a.
Dla kraw ֒edzi 〈Va, a, k, k

A(a)〉, Va jest jej zbiorem pocz ֒atkowym, a k
A(a)

jest jej wierzchołkiem końcowym.

Jest to bardzo prosta reprezentacja, ale bardzo przydatna do badania krat
podalgebr. Dla dowolnej cz ֒eściowej algebry A mamy

Sw(A) ≃ Sw(D(A)) ≃ Sw(D(A)
∗), Sr(A) ≃ Sr(D(A)) ≃ Sr(D(A)

∗),

Ss(A) ≃ Ss(D(A)), Si(A) ≃ Sd(D(A)).

Z dowodu faktu , że kraty Ss(A) i Ss(D(A)) s ֒a izomorficzne, łatwo wynika,
że algebra cz ֒eściowa A jest lokalnie skończona wtedy i tylko wtedy gdy jej
dihipergraf D(A) jest lokalnie skończony (lokaln ֒a skończoność dihipergrafu
definiujemy analogicznie jak dla algebr).
Z tych rezultatów wynika, że warunki (W.1)–(W.4) charakteryzuj ֒a rów-

nież kraty słabych podhipergrafów i kraty słabych poddihipergrafów.
Jednym z głównych rezultatów pracy (P1) jest nast ֒epuj ֒ace twierdzenie.

Twierdzenie 1 Dwa hipergrafy maj ֒a izomorficzne kraty słabych podalgebr
wtedy i tylko wtedy gdy s ֒a izomorficzne.

St ֒ad wynika nast ֒epuj ֒acy wniosek, fundamentalny dla badań kraty słabych
podalgebr i jej wpływu na krat ֒e silnych podalgebr.

Wniosek 2 Algebry cz ֒eściowe A i B (mog ֒a być różnych typów) maj ֒a izo-
morficzne kraty słabych podalgebr wtedy i tylko wtedy gdy ich hipergrafy D(A)∗

i D(B)∗ s ֒a izomorficzne.
Oczywiście analogiczny fakt zachodzi również dla dihipergrafów.

Do sformułowania drugiego ważnego rezultatu z (P1) potrzebuj ֒e nast ֒epuj ֒acej
definicji.

Definicja 3 Niech L = 〈L,¬L〉 b ֒edzie krat ֒a spełniaj ֒ac ֒a warunki (W.1)–
(W.4). Wtedy U(L) jest hipergrafem takim, że V U(L) jest zbiorem wszyst-
kich atomów kraty L, EU(L) jest zbiorem wszystkich niezerowych, nieatomo-
wych, ∨−nieredukowalnych elementów kraty L, oraz dla dowolnej kraw ֒edzi
e ∈ EU(L), IU(L)(e) = {v ∈ V U(L): v ¬L e}.

Teraz mog ֒e przypomnieć nast ֒epuj ֒acy rezultat z (P1).
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Twierdzenie 4 Jeśli krata L spełnia warunki (W.1)–(W.4), to

Sw(U(L)) ≃ L,

tzn. hipergraf U(L) ma krat ֒e słabych podalgebr izomorficzn ֒a z L.

Z tego rezultatu i Twierdzenia 1 otrzymujemy

Wniosek 5 NiechA b ֒edzie algebr ֒a cz ֒eściow ֒a, a L krat ֒a spełniaj ֒ac ֒a warunki
(W.1)–(W.4). Wtedy nast ֒epuj ֒ace warunki s ֒a równoważne:

(1) Kraty Sw(A) i L s ֒a izomorficzne,

(2) Hipergrafy D(A)∗ i U(L) s ֒a izomorficzne.

Oczywiście maj ֒ac taki rezultat, pytanie o to czy dana krata L (spełniaj ֒ac ֒a
warunki (W.1)–(W.4)) może być reprezentowana przez krat ֒e słabych podal-
gebr cz ֒eściowej algebry danego typu, sprowadza si ֒e do pytania czy dany
hipergraf można ”zorientować w dany typ”.
Dokładniej, niech L b ֒edzie krat ֒a spełniaj ֒ac ֒a warunki (W.1)–(W.4)) i

niech 〈K,κ〉 b ֒edzie danym typem algebraicznym. Istnieje algebra cz ֒eściowa
A typu 〈K,κ〉 taka, że Sw(A) ≃ L wtedy i tylko wtedy gdy istnieje algebra
cz ֒eściowa A typu 〈K,κ〉 taka, że D(A)

∗ ≃ U(L).

Umiemy przyporz ֒adkować algebrze jej dihipergraf i hipergraf. Pozostał
jeszcze do przetłumaczenia na j ֒ezyk hipergrafów typ algebry.

Definicja 6 Niech D b ֒edzie dihipergrafem i niech τ = (τ0, τ1, τ2, . . .) b ֒edzie
ci ֒agiem dowolnych liczb kardynalnych. Wtedy

(a) 2 Dla dowolnego skończonego (być może pustego) zbioru V ⊆ V D, niech

EDd (V ) = {e ∈ E
D: ID1 (e) = V } i dD(V ) = |EDd (V )|.

(b) Powiemy, że D jest (dihipergrafowego) typu τ , jeśli dD(V ) ¬ τ|V | dla
każdego skończonego zbioru V ⊆ V D.

Dihipergrafowy typ τ nazywamy totalnie skończonym, jeśli τ jest ci ֒a-
giem liczb całkowitych nieujemnych w którym prawie wszystkie wyrazy
s ֒a zerowe.

2Takie oznaczenie jest wprowadzone w pracy (P7), natomiast w pracach (P1), (P2) i
(P5) używam ED

s
(V ) i sD(V ).
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Dihipergrafowy typ τ nazywamy skończonym, jeśli τ jest ci ֒agiem liczb
całkowitych nieujemnych. W przeciwnym wypadku τ nazywamy nie-
skończonym.

Dihipergrafowy typ τ nazywamy ściśle nieskończonym, jeśli τ nie jest
zerowym ci ֒agiem i każdy jego wyraz jest nieskończon ֒a liczb ֒a kardynaln ֒a
lub zerem.

(c) Powiemy, że dihipergraf D typu τ jest totalny, jeśli dD(V ) = τ|V | dla
każdego skończonego zbioru V ⊆ V D.

Oczywiście EDd (∅) zawiera wszystkie stałe dihipergrafu D.

Potrzebuj ֒e jeszcze jednej kombinatorycznej defincji. Dla dowolnego typu al-
gebry 〈K,κ〉, niech T(K,κ) = (T0(K,κ), T1(K,κ), T2(K,κ), . . .) b ֒edzie ci ֒a-
giem liczb kardynalnych takim, że

Tk(K,κ) =
∑

mk

sur(m, k) · |κ−1(m)|,

gdzie sur(m, k) oznacza liczb ֒e wszystkich surjekcji ze zbioru m−elemento-
wego w zbiór k−elementowy, oraz

∑
i · oznaczaj ֒a sum ֒e i iloczyn dowolnych

liczb kardynalnych.
Dokładniejsze kombinatoryczne własności tego ci ֒agu s ֒a podane w (P2),

zauważmy tylko, że (z wyj ֒atkiem co najwyżej pierwszego elementu T0(K,κ))
jest to ci ֒ag nierosn ֒acy. Co wi ֒ecej, jeśli 〈K,κ〉 jest skończonym typem (tzn.
K jest skończonym zbiorem symboli operacyjnych), to T(K,κ) jest totalnie
skończonym dihipergrafowym typem.
Nie jest trudno zobaczyć, że jeśli A jest algebr ֒a cz ֒eściow ֒a typu 〈K,κ〉, to

dihipergraf D(A) jest typu T(K,κ). Co wi ֒ecej, dla dowolnego dihipergrafu D
typu T(K,κ), istnieje cz ֒eściowa algebra A typu 〈K,κ〉 taka, że D(A) ≃ D.
Dla skończonego typu algebr 〈K,κ〉 łatwo widać, że algebraA typu 〈K,κ〉

jest totalna wtedy i tylko wtedy gdy D(A) jest totalnym dihipergrafem typu
T(K,κ) (oczywiście założenie skończoności typu jest potrzebne tylko do do-
wodu implikacji ⇐=).
Maj ֒ac powyższe własności otrzymujemy nast ֒epuj ֒acy rezultat, który jest

podstaw ֒a do charakteryzacji kraty słabych podalgebr algebry cz ֒eściowej da-
nego typu.

Twierdzenie 7 Niech L b ֒edzie krat ֒a spełniaj ֒ac ֒a warunki (W.1)–(W.4), oraz
niech 〈K,κ〉 b ֒edzie danym typem algebr. Wtedy L jest izomorficzna z krat ֒a
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słabych podalgebr algebry typu 〈K,κ〉 wtedy i tylko wtedy gdy kraw ֒edzie hi-
pergrafu U(L) mog ֒a być zorientowane w taki sposób, że tworz ֒a dihipergraf
typu T(K,κ) (tzn. istnieje dihipergraf D typu T(K,κ) taki, że D∗ ≃ U(L)).

Ten rezultat pokazuje, że aby scharakteryzować krat ֒e słabych podalgebr al-
gebry cz ֒eściowej danego typu, wystraczy scharakteryzować hipergrafy które
mog ֒a być zorientowane (tzn. ich kraw ֒edzie mog ֒a być zorientowane) tak by
tworzyły dihipergrafy danego (dihipergrafowego) typu.
W rozwi ֒azaniu tego problemu (w pracy (P7)) wykorzystuj ֒e jeszcze jeden

(właściwie techniczny) rezultat z pracy (P2). Do jego sformułowania potrze-
buj ֒e jeszcze trzech, dość technicznych definicji.

Dihipergraf D nazywamy k−dihipergrafem (gdzie k ∈ N jest nieujemn ֒a
liczb ֒a całkowit ֒a), jeśliD zawiera tylko k− kraw ֒edzie (tzn. dla każdej kraw ֒edzi
e ∈ ED, |ID1 (e)| = k). Dla k = 1 otrzymujemy digrafy.
W przypadku k−dihipergrafów można troche uprościć poj ֒ecie typu. Mia-

nowicie, k−dihipergraf D jest k−typu η (gdzie η jest liczb ֒a kardynaln ֒a),
jeśli dD(V ) ¬ η dla każdego k−elementowego zbioru V ⊆ V D. Dihipergraf D
k−typu η jest totalny, jeśli dD(V ) = η.

Oczywiście jeśli D jest k−dihipergrafem, to każda (niezorientowana) kra-
w ֒edź z D

∗ ma k lub k + 1 wierzchołków. Zatem przydatna jest również
nast ֒epuj ֒aca definicja.
HipergrafH jest (k, k+1)−hipergrafem (lub dokładniej, (k, k+1)−jedno-

litym hipergrafem), jeśli każda kraw ֒edź e ∈ E
H ma k lub k+1 końców (tzn.

|IH(e)| = k lub k + 1).
Nast ֒epnie, hipergrafH jest k−hipergrafem (lub dokładniej, k−jednolitym

hipergrafem), jeśli każda kraw ֒edź e ∈ E
H ma k końców.

Zachodzi nast ֒epuj ֒acy ważny techniczny rezultat.

Twierdzenie 8 Niech τ = (τ0, τ1, τ2, . . .) b ֒edzie dihipergrafowym typem, a
H hipergrafem. Wtedy nast ֒epuj ֒ace warunki s ֒a równoważne:

(a) Istnieje dihipergraf D typu τ taki, że D∗ ≃ H.

(b) Istnieje rodzina {Hk}k∈N słabych podhipergrafów H taka, że

(b.1) Hk jest (k, k + 1)−hipergrafem, dla każdego k ∈ N,

(b.2) EH =
⋃
k∈NE

Hk ,
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(b.3) dla każdego k ∈ N, istnieje k−dihipergraf Dk k−typu τk taki, że
D∗k ≃ Hk.

Oczywiście powyżej przypomniałem tylko niektóre rezultaty z prac (P1) i
(P2), tylko te które s ֒a niezb ֒edne do zrozumienia nast ֒epnych paragrafów.

2.2 Unarne algebry i ich kraty podalgebr

Oczywiście dla unarnych cz ֒eściowych algebr hipergrafowy j ֒ezyk z prac (P1) i
(P2) przyjmuje prostsz ֒a postać j ֒ezyka grafowego. Dokładniej, w pracach (P3)
i (P4) używam zwi ֒azków pomi ֒edzy unarnymi algebrami a grafami, które zo-
stały wprowadzone w pracy [On some non-obvious connections between gra-
phs and unary partial algebras, K. Pióro, Czech. Math. J. 50, 295-320, 2000]
(rok publikacji jest troch ֒e myl ֒acy, ponieważ praca ta została złożona w 1996
roku). Z jednaj strony twierdzenia z tej pracy s ֒a szczególnymi przypadkami
rezultatów z pracy (P1), z drugiej, praca ta zapocz ֒atkowała badania prowa-
dzone w pracach (P1) i (P2).
Krata silnych podalgebr unarnej cz ֒eściowej algebry (a zatem również

krata silnych poddigrafów digrafu) ma nat ֒epuj ֒ac ֒a charakteryzacj ֒e (patrz
[Topics in Universal Algebra, B. Jónsson, LNM 250, Springer 1972]):
Krata L = 〈L,¬L〉 jest izomorficzna z krat ֒a silnych podalgebr unarnej

algebry (totalnej lub cz ֒eściowej) wtedy i tylko wtedy gdy

(1) L jest algebraiczna i rozdzielna,

(2) każdy jej element jest kresem górnym zbioru elementów kompletnie
∨−nieredukowalnych.

Element i kraty L jest kompletnie ∨−nieredukowalny, jeśli dla dowolnego
zbioru F ⊆ L, równość i =

∨
F implikuje że i ∈ F .

Zbiór wszystkich kompletnie ∨−nieredukowalnych elementów kraty L
b ֒ed ֒e oznaczać przez Ir(L).

W pracy (P3) badam dwa problemy. Po pierwsze, kiedy dwie unarne al-
gebry (mog ֒a być różnych typów) maj ֒a izomorficzne kraty silnych podalgebr.
Po drugie, kiedy unarna algebra A ma krat ֒e Ss(A) izomorficzn ֒a z dan ֒a
krat ֒a L (która oczywiście musi spełniać (1) i (2)). Maj ֒ac zwi ֒azki pomi ֒edzy
unarnymi algebrami a grafami, te dwa algebraiczne problemy maj ֒a swoje
naturalne grafowe odpowiedniki.
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W teorii grafów jest prosta konstrukcja sklejania danego zbioru wierzchoł-
ków W digrafu D w jeden wierzchołek v. Wtedy każda kraw ֒edź wychodz ֒aca
z (odpowiednio, wchodz ֒aca do) W zamienia si ֒e na kraw ֒edź wychodz ֒ac ֒a z
(wchodz ֒ac ֒a do) v. Uogólniam t ֒e konstrukcj ֒e na dowolny podział zbioru wierz-
chołków V D (równoważnie, na dowoln ֒a relacj ֒e równoważności θ na V

D). W
ten sposób otrzymuj ֒e coś w rodzaju digrafu ilorazowego, który oznaczam
przez D/θ.
Wprowadzam nast ֒epuj ֒ac ֒a relacj ֒e równoważności Θ(D) na V

D: dla do-
wolnych v, w ∈ V D, vΘ(D)w wtedy i tylko wtedy gdy v i w generuj ֒a ten sam
silny poddigraf w D.
W prosty sposób można pokazać, że dwa różne wierzchołki s ֒a w relacji

Θ(D) wtedy i tylko wtedy gdy leż ֒a na jednym zorientowanym cyklu. St ֒ad
D/Θ(D) nie ma nietrywialnych zorientowanych cykli. W szczególności, na
jego zbiorze wierzchołków V D/Θ(D) mamy dobrze znany cz ֒eściowy porz ֒adek
¬ zdefiniowany w nast ֒epuj ֒acy sposób (patrz np. [Theory of Graphs, O. Ore,
AMS 1962]): w ¬ v, jeśli s ֒a równe lub istnieje zorientowana droga z v do w.
Nast ֒epnie, dowodz ֒e, że dla dowolnego digrafu D,

Ss(D) ≃ Ss(D/Θ(D)).

St ֒ad wynika, że dla dowolnej kraty L spełniaj ֒acej (1) i (2) oraz digrafu D,
krata Ss(D) jest izomorficzna z L wtedy i tylko wtedy gdy zbiory cz ֒eściowo
uporz ֒adkowane 〈V

D/Θ(D),¬〉 i 〈Ir(L),¬L〉 s ֒a izomorficzne.
Podobnie, dla dowolnych digrafów D i G, kraty Ss(D) i Ss(G) s ֒a izo-

morficzne wtedy i tylko wtedy gdy odpowiednie ich cz ֒eściowe porz ֒adki s ֒a
izomorficzne.
Oczywiście z tych dwóch digrafowych twierdzeń łatwo wynikaj ֒a analo-

giczne rezultaty dla unarnych algebr.

W pracy (P4) stosuj ֒e powyższe rezultaty do pewnych unarnych algebr
cz ֒eściowych, których kraty silnych podalgebr spełniaj ֒a pewnien warunek
skończoności, nazwany w tej pracy warunkem skończonego pokrycia (w skró-
cie FC). Takie kraty maj ֒a dobr ֒a digrafow ֒a reprezentacj ֒e. Dzieki tej repre-
zentacji mog ֒e rozwi ֒azać problem kiedy para krat jest izomorficzna z kratami
słabych i silnych podalgebr jednej algebry.
Dokładniej, cz ֒eściowo uporz ֒adkowany zbiór 〈P,¬P 〉 spełnia FC, jeśli dla

dowolnych elementów p <P q istnieje ci ֒ag p1, p2, . . . , pk taki że p1 = p, pk = q
i pi+1 jest pokryciem pi dla i = 1, 2, . . . , k − 1.
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Każdy skończony zbiór spełnia FC, ale w ten sposób otrzymujemy znacz-
nie obszerniejsz ֒a klas ֒a cz ֒eściowych porz ֒adków (patrz (P4)).

Krat ֒e L nazywam normaln ֒a, jeśli spełnia (1), (2) i 〈Ir(L),¬L〉 spełnia
warunek FC. Tak ֒a krat ֒e mog ֒e reprezentować przy pomocy digrafu D(L),
którego zbiorem wierzchołków jest Ir(L) a kraw ֒edziami pary 〈i, j〉, gdzie i
jest pokryciem j. Digraf D(L) jest prosty, acykliczny i każda jago kraw ֒edź
jest przesmykiem (ang. isthmus).

Dla dowolnych normalnych krat L i K zachodzi

L ≃ K ⇐⇒ D(L) ≃ D(K),

Ss(D(L)) ≃ L.

Nast ֒epnie definiuj ֒e normalne digrafy. Dokładna defincja jest w pracy (P4) na
strona 261, zanotujmy tylko, że jeśli digraf nie ma nieskończonych dróg, to
jest normalny. W szczególności, każdy lokalnie skończony digraf (wi ֒ec także
każdy skończony digraf) jest normalny, ale klasa normalnych digrafów jest
znacznie szersza. Oczywiście unarna cz ֒eściowa algebra jest normalna, jeśli
jej digraf jest normalny. Zauważmy, że każda lokalnie skończona cz ֒eściowa
algebra unarna jest normalna.
Z każdym normalnym digrafem D mog ֒e zwi ֒azać digraf TQ(D) (patrz

strona 261 w (P4)). Wtedy dla dowolnych normalnych digrafów G, H i nor-
malnej kraty L zachodz ֒a nast ֒epuj ֒ace równoważności:

Ss(G) ≃ L ⇐⇒ TQ(G) ≃ D(L),

Ss(G) ≃ Ss(H) ⇐⇒ TQ(G) ≃ TQ(H).

St ֒ad łatwo wynikaj ֒a analogiczne rezultaty dla unarnych normalnych algebr.

W drugiej (głównej) cz ֒eści pracy (P4) charakteryzuj ֒e kraty słabych i
silnych podalgebr jednej algebry. Dokładniej (Twierdzenie 2.2.3), niech K
b ֒edzie krat ֒a spełniaj ֒ac ֒a warunki (W.1)–(W.4), a L krat ֒a normaln ֒a. Istnieje
normalna unarna algebra A taka, że Sw(A) ≃ K i Ss(A) ≃ K wtedy i tylko
wtedy gdy graf U(K) i digraf D(L) spełniaj ֒a nast ֒epuj ֒acy warunek: istnieje
relacja równoważności θ na zbiore V U(K) taka, że (a) każda klasa równoważ-
ności jest spójnym grafem i każda jej kraw ֒edź leży na (niezorientowanym)
cyklu, (b) D(L)∗ jest słabym podgrafem U(K)/θ takim, że dla każdej regu-
larnej kraw ֒edzi grafu U(K)/θ istnieje zorientowana droga w D(L) z jednego
jej końca w drugi.
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2.3 Wpływ kraty słabych podalgebr na krat
֒
e silnych

podalgebr

Punktem wyjścia tej pracy było nast ֒epuj ֒ace pytanie: Jeśli mamy dwie alge-
bry o izomorficznych kratach słabych podalgebr, to czy s ֒a jakieś zwi ֒azki
pomi ֒edzy ich kratami silnych podalgebr. W pracy [On a strong property of
the weak subalgebra lattice, Algebra Universalis, 40(4), 1998, 477-495] pokaza-
łem, że w przypadku unarnych totalnych i lokalnie skończonych algebr, krata
słabych podalgebr wyznacza jednoznacznie krat ֒e silnych podalgebr. Dowód
tego rezultatu jest ściśle grafowy i polega na tym, że jeśli dwa digrafy tego
samego skończonego 1−typu maj ֒a ten sam szkielet i jeden z nich jest to-
talny i lokalnie skończony, to te digrafy różni ֒a si ֒e tylko orientacj ֒a pewnych
zorientowanych cykli.
W przypadku algebr dowolnego typu pojawiaj ֒a si ֒e trzy dodatkowe trud-

ności. Po pierwsze, trzeba zdefiniować ”odwracanie kraw ֒edzi” w dihipergra-
fie. W pracy (4) zrobiłem to w nast ֒epuj ֒acy sposób.
Weźmy dihipergraf D i pewien jego zbiór F regularnych kraw ֒edzi nie

b ֒ed ֒acych stałymi, oraz niech U = {uf ∈ V
D: f ∈ F} b ֒edzie zbiorem wierz-

chołków takim, że uf ∈ ID1 (f) dla uf ∈ U . Powiem, że dihipergraf D(F,U)
jest otrzymany z dihipergrafu D przez odwrócenie kraw ֒edzi ze zbioru F zgod-
nie z U , jeśli

V D(F,U) = V D, ED(F,U) = ED,

I
D(F,U)
i (e) = IDi (e) dla każdego e ∈ E

D \ F i i = 1, 2,

I
D(F,U)
1 (e) = (ID1 (f) \ {uf}) ∪ {I

D
2 (f)} i I

D(F,U)
2 (e) = uf dla każdego f ∈ F.

Łatwo pokazać (Lemat 3.1), że jeśli dihipergrafy D, H maj ֒a izomorficzne
szkielety (tzn. D∗ ≃ H∗) i oba nie maj ֒a p ֒etli, to H jest izomorficzny z
dihipergrafem D(F,U) dla pewnych zbiorów F i U zdefiniowanych jak wyżej.
Trzeba podkreślić, że ten fakt nie jest prawdziwy dla dihipergrafów z p ֒etlami.

Po drugie, trzeba zdefiniować ”drogi” w dowolnym dihipergrafie. W tej
pracy przyj ֒ałem nast ֒epuj ֒ac ֒a defincj ֒e.
Weźmy liczb ֒e naturaln ֒a k ∈ N \ {0} i ci ֒ag r = (e1, e2, . . . , em) parami

różnych regularnych k−kraw ֒edzi dihipergrafu D. Ci ֒ag r nazwiemy k−drog ֒a,
jeśli

ID2 (ei) ∈ I
D
1 (ei+1) ⊆ I

D
1 (ei) ∪ {I

D
2 (ei)} dla i = 1, 2, . . . ,m− 1.
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Jeśli dodatkowo

ID2 (em) ∈ I
D
1 (e1) ⊆ I

D
1 (em) ∪ {I

D
2 (em)},

to r nazywamy prostym k−cyklem.
Ci ֒ag kraw ֒edzi nazywamy hiperdrog ֒a (prostym hipercyklem), jeśli jest

on k−drog ֒a (prostym k−cyklem) dla pewnego k ∈ N \ {0}. Maj ֒ac poj ֒ecie
k−drogi zdefniowałem pewne uogólnienie lokalnej skończoności (Definicja
3.2), które jest rzeczywiście słabszym poj ֒eciem.

Po trzecie, trzeba zdefiniować co to znaczy ”odwrócenie orientacji” dla
tak zdefiniowanych prostych hipercykli.
Weźmy prosty hipercykl (e1, e2, . . . , em) i zauważmy, że dla i = 1, 2, . . . ,m,

|ID1 (ei)\I
D
1 (ei+1)| = 1. Jedyny element tej różnicy oznaczamy przez ui. Teraz

przez odwrócenie orientacji prostego hypercyklu (e1, e2, . . . , em) rozumiemy
wz ֒ecie dihipergrafu D({e1, e2, . . . , em}, {u1, u2, . . . , um}).
Podobnie post ֒epujemy z dowoln ֒a rodzin ֒a parami kraw ֒edziowo rozł ֒acznych

prostych hypercykli.
Weźmy teraz dihipergraf D totalnie skończonego typu τ , który jest lo-

kalnie skończony (lub ogólniej, słabo lokalnie skończony) totalny i nie ma
p ֒etli. Wtedy (Lemat 3.4 i Twierdzenie 3.6 oraz jego dowód) dla dowolnego
dihipergrafuH tego samego typu τ , jeśli H ma taki sam szkielet jak D, to po-
wstaje z D przez odwrócenie orientacji prostych hipercykli, które s ֒a parami
kraw ֒edziowo rozł ֒aczne.
St ֒ad łatwo wynika, że takie dihipergrafy maj ֒a, w szczególności, izomor-

ficzne kraty silnych poddihipergrafów. Co wi ֒ecej, H też nie ma p ֒etli, jest
lokalnie skończony i totalny.
Totalna skończoność dihipergrafowego typu τ tłumaczy si ֒e na skończo-

ności algebraicznego typu 〈K,κ〉.
Niestety naturalne hipergrafowe założenie ze dihipergrafy nie maj ֒a p ֒etli

ogranicza klas ֒e algebr dla których można stosować ten wynik. Dokładniej,
dihipergraf D(A) algebryA typu 〈K,κ〉 nie ma p ֒etli wtedy i tylko wtedy gdy
algebra A spełnia nast ֒epuj ֒acy warunek: k

A(a1, . . . , aκ(k)) 6= ai dla każdego
k ∈ K, dowolnych a1, . . . , aκ(k) ∈ A oraz i = 1, 2, . . . , κ(k).
Podsumowuj ֒ac (Wnioski 3.7 i 3.8), niechA = 〈A, (k

A)k∈K〉 b ֒edzie totaln ֒a
i lokalnie skończon ֒a (lub ogólniej, słabo lokalnie skończon ֒a) algebr ֒a skończo-
nego typu 〈K,κ〉, która dodatkowo spełnia powyższy warunek. Wtedy dla
dowolnej algebry B = 〈B, (kB)k∈K〉 tego samego typu 〈K,κ〉, jeśli kraty sła-
bych podalgebr algebr A i B s ֒a izomorficzne, to algebry te maj ֒a również
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izomorficzne kraty silnych podalgebr, oraz B jest totalna, lokalnie skończona
i też spełnia powyższy warunek.

2.4 Charakteryzacja krat słabych podalgebr

W pracy (P7) zcharakteryzowałem krat ֒e słabych podalgebr algebry danego
typu. Dokładniej, rezultaty z prac (P1) i (P2) pokazuj ֒a, że ten algebra-
iczny problem jest równoważny nast ֒epuj ֒acemu bardzo naturalnemu hiper-
grafowemu pytaniu (które jest intersuj ֒ace samo w sobie): Dany jest (dihiper-
grafowy) typ τ i hipergraf H. Kiedy istnieje dihipergraf D typu τ taki, że
D∗ = H? Dla uproszczenia b ֒ed ֒e pisał, że hipergraf H może być zorientowany
w typ τ , jeśli taki dihipergraf D istnieje.
Dzieki Twierdzeniu 8 można ten problem zredukować jeszcze do (k, k +

1)−hipergrafów i k−typów. Podobnie (k, k+1)−hipergraph może być zorien-
towany w k−typ η, jeśli istnieje k−dihipergraf D k−typu η taki, że D∗ = H.

W pierwszej cz ֒eści pracy (P7) rozwi ֒azuj ֒e ten problem dla skończonych
(dihipergrafowych) typów (a wi ֒ec również algebraiczny problem dla skoń-
czonych typów algebr). Ten przypadek ma bardzo eleganckie (i krótnie w
sformułowaniu) kombinatoryczne rozwi ֒azanie.
Pierwszy ważny rezultat pokazuje, że hipergraf H może być zorientowany

w skończony typ τ wtedy i tylko wtedy gdy każdy jego skończony słaby
podhipergraf może być skierowany w ten typ.
Nast ֒epnie dowodz ֒e, że skończony (k, k + 1)−hipergraf H może być zo-

rientowany w skończony k−typ m ∈ N wtedy i tylko wtedy gdy dla każdego
słabego podhipergrafu K hipergrafu H mamy

|EK| ¬ m · |UK(k; k, k + 1)|,

gdzie UK(k; k, k+1) jest zbiorem wszystkich k−elementowych zbiorów W ⊆
V K takich, że W ⊆ IK(e) dla pewnego e ∈ EK. Ponieważ K jest (k, k +
1)−hipergrafem, wi ֒ec dodatkowe warunki z Definicji 2.4 można tu pomin ֒ać.
Te dwa rezultaty, razem z Twiedzeniem 8, rozwi ֒azuj ֒a nasz hipergrafowy

problem w przypadku skończonych (dihipergrafowych) typów.

W drugiej cz ֒eści pracy (P7) zajmuj ֒e si ֒e problemem dla nieskończonych
(dihipergrafowych) typów. Pokazuj ֒e najpierw (Proposition 3.1), że hipergraf
H może być zorientowany w nieskończony typ τ wtedy i tylko wtedy gdy H
można rozłożyć na dwa słabe podhipergrafy H1 i H2 takie, że pierwszy z nich
może być zorientowany w skończony typ τ 1, a drugi w ściśle nieskończony typ
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τ 2, gdzie dla każdego i ∈ N, τ 1i = 0 i τ
2
i = τi, jeśli τi jest nieskończon ֒a liczb ֒a

kardynaln ֒a; oraz τ
1
i = τi i τ

2
i = 0, jeśli τi jest skończon ֒a liczb ֒a kardynaln ֒a.

W ten sposób podzieliłem problem w przypadku nieskończonych typów na
dwa oddzielne przypadki: przypadek skończony (który już jest rozwi ֒azany) i
ściśle nieskończony.
W drugim kroku pokazuj ֒e, że rozkład z Twierdzenia 8 jest jednoznaczny

(Proposition 3.2). Co wi ֒ecej wystarczy ograniczyć si ֒e badania tylko niektó-
rych hipergrafów z tego rozkładu.
Dokładniej, weźmy hipergraf H i ściśle nieskończony (dihipergrafowy)

typ τ = (τ0, τ1, τ2, . . .). Nast ֒epnie, niech Hk b ֒edzie słabym podhipergrafem
H takim, że

EHk = {e ∈ EH: |IH(e)| = k + 1 i hH(IH(e)) > τk+1},

gdzie hH(V ) = |{e ∈ EH: IH(e) = V }|. Oczywiście jest to k + 1−hipergraf.
Wtedy H może być zorientowany w typ τ wtedy i tylko wtedy gdy dla

dowolnego k ∈ N,

(1) jeśli τk ¬ τk+1, to hH(V ) ¬ τk+1 dla każdego skończonego V ⊆ V H,

(2) jeśli τk > τk+1, to Hk może być zorientowany w k−typ τk.

Zatem pozostaje tylko scharakteryzwać (k, k+1)−hipergrafy H, które mog ֒a
być zorientowane w dany nieskończony k−typ η  ℵ0.
Co wi ֒ecej, możemy si ֒e ograniczyć do (k, k+1)−hipergrafówH, które speł-

niaj ֒a nast ֒epuj ֒acy oczywisty warunek konieczny (pokazany w pracy (P2)):

hH(V ) ¬ η dla każdego skończonego i niepustego V ⊆ V H.

Dla takich (k, k + 1)−hipergrafów zachodzi rezultat (Theorem 3.9):
(k, k + 1)−hipergraf H (gdzie k  1) może być zorientowany w nieskoń-

czony k−typ η  ℵ0 wtedy i tylko wtedy gdy istnieje algebraiczny operator
domkni ֒ecia CH na zbiorze wierzchołków V

H taki, że

(1) |CH(W )| ¬ max{η,W} dla każdego W ⊆ V H,

(2) dla każdego W ⊆ V H i każdego v ∈ V H \ CH(W ), (k − 1, k)−hipergraf
H(CH(W ), v) może być zorientowany w nieskończony k − 1−typ η,
gdzie H(CH(W ), v) jest hipergrafem o zbiorze wierzchołków W , zbiorze
kraw ֒edzi {e ∈ E

H: IH(e) ∩W 6= ∅} i IH(CH(W ),v)(e) = IH(e) ∩W dla
każdej kraw ֒edzi e.
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To twierdzenie daje ”rekurencyjny” sposób sprawdzania czy (k, k+1)−hiper-
graf H może być zorientowany w nieskończony k−typ, ponieważ 1−hipergraf
H może być zorientowany w (skończony lub nieskończony) 0−typ η wtedy i
tylko wtedy gdy |EH| ¬ η. Ten prosty fakt jest udowodniony w pracy (P2).
Z powyższych rezultatów otrzymuj ֒e, że hipergraf H może być zoriento-

wany w ściśle nieskończony typ τ wtedy i tylko wtedy zachodz ֒a warunki:

(a) hH(V ) ¬ max{τ|V |−1, τ|V |} dla każdego skończonego ∅ 6= V ⊆ V H,

(b) jeśli τ0  τ1, to |{e ∈ EH: |IH(e)| = 1, hH(IH(e)) > τ1}| ¬ τ0,

(c) dla każdego k ∈ N\{0}, jeśli τk > τk+1, to (k+1)−hipergraf Hk spełnia
warunki (2) i (3),
gdzie Hk jest słabym podhipergrafem H takim, że EHk = {e ∈ EH:
|IH(e)| = k + 1 i hH(IH(e)) > τk+1}.

Na zakończnie przypomnijmy klasyczny rezultat (patrz np. [Algebraic The-
ory of Lattices, P. Crawley, R.P. Dilworth, Prentice Hall Inc. 1973]), że al-
gebraiczna i rozdzielna krata, w której każdy element jest kresem górnym
pewnego zbioru zupełnie ∨−nieredukowalnych elementów, jest izomorficzna
z krat ֒a wszystkich porz ֒adkowych ideałów na zbiorze jej wszystkich zupełnie
∨−nieredukowalnych elementów.
Oczywiście dla kraty L, która spełnia warunki (W.1)–(W.4), zbiór wzyst-

kich niezerowych ∨−nieredukowalnych elementów jest zbiorem jej wszystkich
zupełnie ∨−nieredukowalnych elementów.
Weźmy teraz pewien zbiór A atomów kraty i pewien zbiór I niezero-

wych i nieatomowych ∨−nieredukowalnych elementów kraty takich, że dla
każdego i ∈ I, wszystkie atomy zawarte w i należ ֒a do zbioru A. Wtedy z
powyższych faktów łatwo wynika, że podkrata zupełna [A ∪ I]L generowana
przez A ∪ I ∪ {0} składa si ֒e tylko z sum elementów ze zbioru A ∪ I ∪ {0}.
St ֒ad, po pierwsze, A jest zbiorem jej wszystkich atomów, a I jest zbiorem jej
wszystkich niezerowych, nieatomowych i ∨−nieredukowalnych elementów. Po
drugie, [A ∪ I]L spełnia warunki (W.1)–(W.4). W szczególności, U([A ∪ I]L)
jest słabym podhipergrafem U(L). Co wi ֒ecej, dla dowolnego słabego podhi-
pergrafu H hipergrafu U(L) mamy, że U([V H ∪ EH]L) = H.
Zatem wszystkie powyższe warunki na podhipergrafy hipergrafu U(L)

można przetłumaczyć na specjalne podkraty kraty L, otrzymuj ֒ac w ten spo-
sób algebraiczny opis krat które mog ֒a być reprezentowane przez algebry
cz ֒eściowe danego typu. Oczywiście otrzyma si ֒e w ten sposób skomplikowane
i długie warunki. Również dlatego j ֒ezyk hyipergrafowy jest tak przydatny.
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2.5 Przykład pewnej quasigrupy z rozdzieln
֒
a krat

֒
a

podquasigrup

Zacznijmy od przypomnienia klasycznego rezultatu udowodnionego przez O.
Ore’go (patrz, np. Subgroup Lattices of Groups, Schmidt, R., Walter de Gruy-
ter, 1994), że grupa ma rozdzieln ֒a krat ֒e podgrup wtedy i tylko wtedy gdy
jest lokalnie cykliczna. W pracy [On finite quasigroups whose subquasigroups
lattices are distributive, K. Pióro, Quasigroups and related systems (Inst. of
Math., Moldovian Academy of Sciences) 15, s. 309-316, 2007] pokazałem, że
skończona quasigrupa z rozdzieln ֒a krat ֒a podquasigrup jest cykliczna (tzn.
ma jeden generator) i co wi ֒ecej, każda jej podquasigrupa też jest cykliczna.
Nat ֒epnie skonstruowałem kilka przykładów, które pokazuj ֒a, że odwrotna im-
plikacja nie jest prawdziwa.
Pozostało natomiast bardzo naturalne i ciekawe pytanie jak jest w przy-

padku nieskończonym. I właśnie tym zaj ֒ałem si ֒e w pracy (P6). Po pierwsze,
modyfikuj ֒ac troche dowód pokazałem ze warunek skończoności można za-
mienić na warunek malej ֒acych łańcuchów. Jednak głównym celem pracy jest
konstrukcja przemiennej quasigrupy, która jest generowana przez dwa ele-
menty, ma rozdzieln ֒a krat ֒e podquasigrup, ale nie jest cykliczna (czyli nie
ma jednego generatora). Oczywiście taka quasigrupa musi być nieskończona.
Zatem nieskończony przypadek jest zupełnie inny niż przypadek skończo-
nych quasigrup. Co wi ֒ecej, to pokazuje, że dla quasigrup rozdzielność kraty
podquasigrup jest znacznie słabszym warunkiem niż dla grup.
W tej pracy w jawny sposób nie korzystam z hipergrafowego j ֒ezyka, nato-

miast wszystkie konstrukcje s ֒a oparte na ”patrzeniu” na algebry jak na dihi-
pergrafy. Dla przykładu, weźmy przemienny grupoid 〈G, ◦〉. Wtedy dla każdej
pary różnych elementów x, y mamy 2−kraw ֒edź 〈{x, y}, x◦y〉 oraz 1−kraw ֒edź
〈{x}, x ◦ x〉. Z drugiej strony, jesli mamy dihipergraf typu (0,1,1,0,0,. . . )
(tzn. z każdego wierzchołka v wychodzi jedna 1−kraw ֒edź 〈{v}, w〉 oraz każdy
zbiór dwu-elementowy {v, u} jest pocz ֒atkowym zbiorem jednej 2−kraw ֒edzi
〈{v, u}, w〉), to można zdefiniować działanie binarne ◦ w nast ֒epuj ֒acy sposób
v ◦ v = w i v ◦ u = u ◦ v = w. W ten sposób otrzymujemy przemienny
grupoid. Oczywiście sytuacja dla quasigrup jest bardziej skomplikowana, bo
mamy trzy operacje, które spelniaj ֒a równości quasigrupy.
Moja konstrukcja quasigrupy wykorzystuje również cz ֒eściowe algebry. Do-

kładniej, konstruuj ֒e różne ci ֒agi cz ֒eściowych algebr z unarymi i binarnymi
operacjami. Z tych ci ֒agów powstaje pewna totalna algebra z jedn ֒a binarn ֒a
operacj ֒a i przeliczalnie wieloma unarnymi opercjami, która ma rozdzieln ֒a
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krat ֒e podalgebr, ma dwa generatory i nie ma jednego generatora. Na nośniku
tej algebry, korzystaj ֒ac z jej struktury buduj ֒e przemienny grupoid maj ֒acy te
same własności. Nast ֒epnie, modyfikuj ֒ac jeszcze troch ֒e t ֒e konstrukcj ֒e otrzy-
muj ֒e ż ֒adan ֒a quasigrup ֒e.

3 Omówienie pozostałych osi ֒agni ֒eć

naukowo-badawczych

Jak już było wspomniane wyżej, w pracy (P9) pokazałem, że skończona qu-
asigrupa z rozdzieln ֒a krat ֒a podquasigrup jest cykliczna (tzn. ma jeden gene-
rator) i co wi ֒ecej, każda jej podquasigrupa też jest cykiczna. Pokazałem rów-
nież, że warunek rozdzielności kraty podquasigrup może być zast ֒apiony przez
troch ֒e słabszy warunek. Nast ֒epnie skonstruowałem kilka przykładów, które
pokazuj ֒a, że odwrotna implikacja nie jest prawdziwa. Dokładniej, najpierw
skonstruowałem cztero-elementow ֒a quasigrup ֒e, której każda podquasigrupa
jest cykliczna, ale jej krata podquasigrup nie jest cykliczna. Nast ֒epnie, skon-
struowałem pi ֒ecio-elementow ֒a przemienn ֒a quasigrup ֒e o takich własnościach.
Warto zaznaczyć, że te pi ֒eć elementów jest liczb ֒a minimaln ֒a, ponieważ udo-
wodniłem, że dla każdej przemiennej quasigrupy z co najwyżej czterema ele-
mentami, jeśli każda jej podgrupa jest cykliczna, to quasigrupa ma rodzieln ֒a
krat ֒e podquasigrup.
Konstuuj ֒e również sześcio-elementow ֒a quasigrup ֒e cykliczn ֒a, której pod-

quasigrupy właściwe nie s ֒a cykliczne.

W pracy (P10) pokazuj ֒e, że żaden prosty graf nie ma właściwego pod-
grafu, który ma ten sam hipergraf s ֒asiedztw. Hipergrafem s ֒asiedztw zwi ֒aza-
nym z grafem G nazywamy hipergraf, którego kraw ֒edzie s ֒a postaci NG(v),
gdzie NG(v) jest zbiorem wszystkich s ֒asiadów wierzchołka v. Wnioskiem z
tego twierdzenia jest nas ֒epuj ֒acy fakt: jeśli hipergraf klików H i hipergraf
K maj ֒a ten sam hipergraf s ֒asiedztw, oraz relacja s ֒asiedztwa w H jest pod-
relacj ֒a takiej relacji w K, to K jest wpisany w H (tutaj oba hipergrafy s ֒a
traktowane jako pokrycia). W szczególności, jeśli K jest także hipergrafem
klików, to K = H.

Punktem wyjścia prac (P11) i (P12) jest nast ֒epuj ֒acy naturalny algebra-
iczny problem: Kiedy unarna cz ֒eściowa algebra A typu K jest jednoznacznie
wyznaczona (oczywiście z dokładności ֒a do izomorfizmu) przez jej krat ֒e sła-
bych podalgebr w klasie wszystkich unarnych cz ֒eściowych algebr tego samego
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typu K? W przypadku unarnych algebr przez typ można rozumieć po prostu
zbiór symboli operacyjnych K.
Z paragrafu 2.1 widac, że poza przypadkiem monounarnych algebr, nie

ma możliwości odtworzenia samej algebry, natomiast można próbować od-
tworzyć jej digraf. Zatem algebraiczny problem przyjmuje nast ֒epuj ֒ac ֒a gra-
fow ֒a postać: Kiedy digraf D typu η (lub bardziej precyzyjnie, 1−typu η) jest
jednoznacznie wyznaczony przez jego szkielet D∗? Własnie ten problem jest
rozwi ֒azany w pracach (P11) i (P12).

Praca (P13) zajmuje si ֒e problemem kiedy dane pokrycie zbioru pochodzi
od pewnej tolerancji na tym zbiorze.

Praca (P14) pokazuje, że grupoid z rozdzieln ֒a krat ֒a podgrupoidów, speł-
niaj ֒acy pewnien dodatkowy warunek, jest w pewnym sensie unarn ֒a algebr ֒a.

W pracach (P20), (P21), (P23) i (P24) badam zależności pomi ֒edzy kra-
tami silnych, relatywnych, słabych poalgebr i odcinków pocz ֒atkowych jed-
nej unarnej cz ֒eściowej algebry. Dokładniej, prace (P23) i (P24) daj ֒a pewne
proste warunki konieczne. Te cz ֒eściowe rezultaty daj ֒a warunki konieczne i
dostateczne dla monounarnych algebr. Pierwsza z tych prac zawiera także
inny, krótszy, dowód charakteryzacji kraty słabych podalgebr. Prace (P20) i
(P21) rozwi ֒azuj ֒a ten problem dla skończonych unarnych algebr cz ֒eściowych.
Oczywiście rozwi ֒azanie wykorzystuje grafowy j ֒ezyk.

W pracach (P22) i (P25) charakteryzuj ֒e kraty słabych podalgebr unarnej
algebry cz ֒eściowej danego typu (w pierwszej pracy dla skończonych typów, a
w drugiej dla nieskończonych typów). Oczywiście rezultaty tych prac s ֒a bar-
dzo szczególnymi przypadkami twierdzeń z pracy (P7). Natomiast dały one
wskazówki w jaki posób zabrać si ֒e za ogólny przypadek, który jest znacznie
bardziej skomplikowany.

W praca (P26) dowodz ֒e, że dla lokalnie skończonej unarnej (totalnej)
algebry skończonego typu krata słabych podalgebr jednoznacznie wyznacza
krat ֒e silnych podakgebr. Dowód tego rezultatu jest właściwe czysto grafowy
i co wi ֒ecej, otrzymujemy przy okazji bardzo ładny grafowy fakt. Ta praca
wyraźnie pokazuje, że zwi ֒azki pomi ֒edzy kratami podalgebr a hipergrafami
mog ֒a być gł ֒ebokie.

(P27) jest moj ֒a pierwsz ֒a prac ֒a. Pokazałem w niej, że do badania krat
podalgebr unarnych algebr warto wykorzystać j ֒ezyk grafowy. Praca ta dała
pocz ֒atek badaniom prowadzonym w (P1) i (P2). Trzeba podkreślić, że rok
publikacji jest myl ֒acy, ponieważ praca została złożona w roku 1996.
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