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1 Wstep

Wazna czescia algebry uniwersalnej jest badanie zwiazkéw pomiedzy alge-
brami i rozmaito$ciami algebr a ich kratami podalgebr. Na przyktad, J. Sha-
piro pokazal w pracy [Finite Equational Bases for Subalgebra Distributive
Varieties, Alg. Univ. 24 (1987), 36-40], ze rozmaito$¢ algebr, w ktorej kazda
algebra ma rozdzielna krate podalgebr (tzw. rozmaito$¢ podalgebrowo ro-
dzielna), ma skonczona baze réwnosciowa. Inna grupa waznych probleméw
w algebrze uniwersalnej jest reprezentacja krat poprzez kraty podalgebr al-
gebr danego typu, czy z danej rozmaitosci. Cze$¢ tych problemoéw jest ciagle
nierozwiazanych (patrz np. [Topics in Universal Algebra, B. Jénsson (LNM
250), Springer 1972]).



Oczywiscie krata podalgebr jest réwniez w miare waznym pojeciem w
klasycznej algebrze. Dla przyktadu, pewien rodzaj wymiaru modutéw jest
definiowany poprzez kratowy wymiar ich krat podmodutow, ktére sa modu-
larnymi kratami (patrz np. [General Lattice Theory, G. Gréatzer, Birkhduser
Verlag, 1998]). Przypomnijmy réwniez, ze pewna czes¢ teorii grup bada kraty
podrup oraz zwiazki pomiedzy grupami i ich kratami podgrup (patrz [Sub-
group lattices of Groups, R. Schmidt, Walter de Gruyter 1994]).

W teorii algebr czesciowych dobrze znane pojecie podalgebry rozbija sie
na kilka zupelnie réznych pojeé. Oczywisdcie klasyczne pojecie podalgebry
przenosi sie bez zmian na przypadek czesciowy (bedziemy je tutaj nazy-
waé silnymi, zeby odr6zni¢ je od innych rodzajéw czesciowych podalgebr).
Z drugiej strony, mamy stabe podalgebry, ktore wydaja sie¢ bardzo silnym
narzedziem do badania algebr, réwniez totalnych. Rozpatruje sie jeszcze kilka
innych rodzajéw czeSciowych podalgebr, np. relatywne i odcinki poczatkowe
(definicje mozna znalezé¢ np. w (P1)). Jednak prace (P1)-(P7) badaja gtéw-
nie kraty stabych i silnych podalgebr oraz wptywu kraty stabych poalgebr na
krate silnych podalgebr.

Moéwiac w duzym skrocie (doktadniejsze oméwienie wynikow jest podane
w nastepnych paragrafach), prace (P1) i (P2) wprowadzaja zwiazki pomiedzy
algebrami czesciowymi i hypergrafami (zorientowanymi i niezorientowanymi),
ktore sa bardzo pomocne w badaniu krat podalgebr.

W pracy (P3) stosuje ten hipergrafowy jezyk do unarnych czesciowych al-
gebr (w tym przypadku mamy do czynienia z grafami i digrafami) i dowodze
ze dwie algebry unarne maja izomorficzne kraty silnych podalgebr wtedy i
tylko wtedy gdy pewne specjalne acykliczne digrafy odpowiadajace tym alge-
brom maja izomorficzne porzadki. W podobny spos6b mozemy sprawdzi¢ czy
krata silnych podalgebr danej unarnej algebry jest izomorficzna z dana krata.
W pracy (P4) badam pewna klase unarnych algebr, ktérych kraty silnych
podalgebr spetiaja pewnien warunek skonczonosci. W tym przypadku po-
wyzsze dwa rezultaty przyjmuja prostsza postaé (izomorfizm krat odpowiada
izomorfizmom pewnych digraféw). Nastepnie (i to jest gtéwny cel tej pracy),
korzystajac z tych rezultatéw znajduje warunki konieczne i dostateczne na
pary krat, ktére sa izomorficzne z kratami stabych i silnych podalgebr jednej
unarnej algebry.

Praca (P5) pokazuje, ze krata stabych podalgebr jest rzeczywiscie silnym
narzedziem do badania algebr, poniewaz dla lokalnie skoriczonej (totalnej) al-
gebry skonczonego typu, jej krata stabych podalgebr wyznacza jednoznacznie



krate silnych podalgebr. Niestety przy pewnym dodatkowym zatozeniu o hi-
pergrafie tej algebry. Zatozenie to jest bardzo naturalne dla hipergrafow, ale
ttumaczy sie na jezyk algebry jako niespelnianie pewnych réwnosci.

Praca (P6) zawiera konstrukcje (totalnej) quasigrupy, ktéra ma rozdzielna
krate podquasigrup, jest generowana przez dwa elementy i nie ma jednego
generatora. To pokazuje, ze w przypadku quasigrup, rozdzielnos¢ kraty po-
dalgebr jest znacznie stabszym warunkiem niz dla grup. Przypomnijmy kla-
syczny rezultat udowodniony przez O. Ore’go (patrz np. [Subgroup lattices
of Groups, R. Schmidt, Walter de Gruyter, 1994]), ze grupa ma rozdzielna
krate podgrup wtedy i tylko wtedy gdy jest lokalnie cykliczna. Praca (P6)
bezposrednio nie uzywa hipergrafowego jezyka z prac (P1) i (P2), natomiast
cata konstrukcji jest oparta na spojrzeniu na quasigrupe jak na zorientowany
hipergraf, ktérego krawedzie (pochodzace od jej trzech binarnych operacji)
spetiaja pewne warunki, ktore pochodza od réwnosci quasigrupy.

Praca (P7) zawiera charakteryzacje kraty stabych podalgebr czesciowe;j
algebry danego typu. Doktadniej, charakteryzajca kraty stabych podalgebr
zostata podana przez W. Bartola w pracy [Weak Subalgebra Lattices, Com-
ment. Math. Univ. Carolinae 31 (1990), 405-410]. Niestety, ta charakteryza-
cja i jej dowdd nie daja zadnych informacji o typie algebry, a jest to bardzo
naturalne pytanie. Tak postawiony problem jest naprawde trudny. Majac hi-
pergrafowy jezyk wystarczy scharakteryzowac hypergrafy ktore moga by¢ re-
prezentowane przez czesciowe algebry danego typu. W ten sposob otrzymam
rowniez daleko idace uogdlnienie rezultatu opisujacego kiedy krawedzie nie-
zorientowanego grafu moga zostaé¢ zorientowane w ten sposob, ze otrzymamy
funkcyjny digraf (lub réwnowaznie monounarna algebre). Przypomnijmy, ze
ten ostatni rezultat nalezy takze do O. Ore’go (patrz np. [Graphs and Hy-
pergraphs, C. Berge, North-Holland, 1973).

2 Omoéwienie otrzymanych wynikéw

2.1 Zwiazki pomiedzy algebrami i hipergrafami

W pracach (P1) i (P2)! pokazuje zwiazki pomiedzy algebrami czesciowymi
i hipergrafami (niezorietowanymi i zorientowanymi). Niektore z nich sa bar-

INa stronie 82 sa dwa bledy drukarskie:
linie 11 2: jest Proposition 3.19, powinno by¢ Proposition 3.21.
linia 5: jest (k=1(0), k= (1), k= %(2),...), powinno byé¢ (|&«=(0)|, =1 (1)|,|~1(2)],...)



dzo proste, ale rowniez bardzo przydatne w badaniu krat réznego rodzaju
czeSciowych podalgebr. Przypominam je w miare doktadnie, poniewaz sta-
nowia one podstawe do dalszych badan w pracach (P3)—(P7).

Zeby uniknaé jakichkolwiek watpliwosci w oznaczeniach przypomnijmy na
poczatku, ze typem algebry (totalnej lub czesciowej) nazywamy pare (K, k),
gdzie K jest zbiorem symboli operacyjnych, a x: K — N jest funkcja arnosci
z K w zbior liczb catkowitych nieujemnych N.

Algebra czesciowa typu (K, k) nazywamy pare A = (A, (k®)rek), gdzie
A jest zbiorem elementéw algebry, oraz dla kazdego k € K, k® jest czesciowa
funkcja z A**) w A (tzn. funkcja okreslona na pewnym podzbiorze zbioru
Ax()) Biorac totalne opercje zamiast czesciowych otrzymujemy defincje (to-
talnej) algebry.

Klasyczne (totalne) podalgebry definiujemy w cze$ciowym przypadku do-
ktadnie tak samo jak dla totalnych algebr. Te podalgebry bedziemy nazy-
waé silnymi, zeby je odrézni¢ od innych rodzajoéw czesciowych podalgebr.
Wiszyskie wtasnosci takich podalgebr przenosza sie bez zmian na przypadek
czesciowy. W szezegdlnodei, zbior wszystkich silnych podalgebr Ss(A) algebry
A, razem z inkluzja, tworzy krate algebraiczna S;(A) = (Ss(A), <y).

Drugim typem czesciowych podalgebr sa stabe podalgebry (patrz np.
[Lectures on Algebras, Equations and Partiality, eds W. Bartol, F. Rosselld,
L. Rudak, Tech. report B-006, Univ. Illes Balears, Dept. Ciencies Mat. Inf.,
1992]). Przypomnijmy, ze czesciowa algebra B = (B, (kB)rck) tego samego
typu (K, k) jest staba podalgebra algebry czesciowej A, jesli B C AikB C kA
dla kazdego k € K. Zbiér wszystkich stabych podalgebr S, (A) czesciowej al-
gebry A, razem z inkluzja, tworzy krate algebraiczna S,,(A) = (Su(A), <u).

Pelna charakteryzacja kraty stabych podalgebr wyglada nastepujaco (patrz
[ Weak Subalgebra Lattices, W. Bartol, Comment. Math. Univ. Carolinae 31
(1990), 405-410)):

Krata L = (L, <g,) jest izomorficzna z krata stabych podalgebr S, (A) alge-
bry czesciowej A wtedy i tylko wtedy gdy L spetnia nastepujace warunki:

(W.1) L jest algebraiczna i rozdzielna,
(W.2) kazdy element L jest kresem gérnym V—nieredukowalnych elementéw,

(W.3) dla kazdego niezerowego i nieatomowego V—nieredukowalnego elementu
1, zbior wszystkich atomoéw zawartych w ¢ jest skonczony i niepusty,

(W.4) zbiér wszystkich niezerowych i nieatomowych V—nieredukowalnych ele-
mentow L jest antytancuchem.



Element i kraty L jest V—nieredukowalny, jesli réwnos¢ ¢ = a V b implikuje,
ze it =alubi=b.

W pracach (P1) i (P2) rozpatruje réwniez dwa inne rodzaje czeSciowych
podalgebr, mianowicie, relatywne podalgebry i odcinki poczatkowe. Nie be-
dziemy tu jednak przypominaé ich defincji, poniewaz te dwa rodzaje po-
dalgebr nie graja tak waznej roli w dalszej czesci mojej rozprawy jak stabe i
silne podalgebry. Te podalgebry tez tworza kraty algebraiczne S, (A) i S;(A),
odpowiednio.

Poniewaz bede reprezentowaé algebry przy pomocy hipergraféw, zbiory
wierzchotkéw i krawedzi moga mie¢ dowolna moc, oraz wielokrotne krawedzie
i izolowane wierzchotki moga wystepowa¢ w hipergrafie. Dlatego uzyje troche
bardziej formalnej definicji niz zwykle (patrz np. [Hypergraphs. Combinato-
rics of Finite Sets, Berge C., North-Holland, Amsterdam, 1989)).

Hipergraf (niezorientowany) jest tréjka H = (V' E™ ™), gdzie V' jest
zbiorem wierzchotkéw H, E™ jest zbiorem krawedzi H i I™ jest funkcja ze
zbioru E™ w zbiér wszystkich skonczonych i niepustych podzbioréw zbioru
VM. Oczywiscie 1" (e) jest zbiorem koficow krawedzi e.

Poniewaz podhipergrafy stuza do reprezentowania stabych podalgebr, po-
trzebuje rowniez troche bardziej ogolnej definicji podhipergraféw niz zwykle
(patrz ta sama ksiazka).

Hipergraf K = (VX EX I*) jest stabym podhipergrafem hipergrafu H =
(VROE™ T jedli VR C VR ER C EM i IR C I,

Podobnie jak dla algebr, mozna pokazac, ze zbior wszystkich stabych pod-
hipergraféw hipergrafu H tworzy krate algebraiczna S,,(H) = (Sw(H), <u)-

W (P1) definiuje réwniez relatywne podhipergrafy hypergrafu H, ich ro-
dzina réwniez tworzy krate algebraiczna S, (H).

Potrzebuje réwniez pojecia dihipergrafu (czyli zorientowanego hipergrafu),
jest to proste uogolnienie digraféw.

Dihipergraf jest tréjka D = (VP EP IP), gdzie VP jest zbiorem wierz-
chotkéw D, EP jest zbiorem (zorientowanych) krawedzi D i IP = (IP, IP)
jest para funkcji taka, ze IT jest funkcja z ET w zbiér wszystkich skoticzo-
nych podzbioréw (razem ze zbiorem pustym) zbioru VP oraz I7 jest funkcja
z EP w VP,

Dla dowolnej krawedzi e, IP(e) jest zbiorem poczatkowym e, a IP(e) jest
wierzchotkiem koncowym e.



Krawedz e nazywamy k—krawedzia, jesli jej zbior poczatkowy ma k wierz-
chotkéw (tzn. |IP(e)] = k). Krawed? e jest petla, jedli IP(e) € IP(e). W
przeciwnym razie méwimy, ze e jest regularna.

Ta definicja dopuszcza krawedzie z pustym zbiorem poczatkowym (tzn.
0—krawedzie), ktére mozna (podobnie jak dla algebr) utozsami¢ z ich kon-
cowymi wierzchotkami i dlatego nazywam je takze stalymi. 0—krawedzie re-
prezentuja state algebry.

Stabe poddihipergrafy dihipergrafu D definiuje podobnie jak w przypadku
hipergraféw. Co wiecej, ten rodzaj poddihipergraféw jest takze uzywany do
reprezentowania stabych podalgebr.

Zbiér wszystkich stabych poddihipergraféw dihipergrafu D tworzy krate
algebraiczna S,, (D) = (Sw(D), <w)-

Poniewaz bede takze uzywaé¢ poddihipergrafow do reprezentowania sil-
nych podalgebr, potrzebuje dodatkowo nastepujacej definicji.

Staby poddihipergraf G = (V9, E9 [9) dihipergrafu D = (VP EP IP)
jest silnym poddihipergrafem, jeli dla kazdej krawedzi e warunek IP(e) C V9
implikuje, ze e nalezy do G (w szczegdlnoéci IP(e) € V9).

Zbiér wszytkich silnych poddihipergraféw dihipergrafu D tworzy krate
algebraiczng Sy(D) = (Ss(D), <s).

W (P1) definiuje rowniez relatywne i dualnie silne poddihipergrafy di-
hipergrafu D. Ich rodziny réwniez tworza kraty algebraiczne S,(D) i S4(D)
odpowiednio.

Z dihipergrafem D mozna zwiazaé hipergraf D* (nazywany czasami szkie-
letem D), ktéry powstaje z D przez pominiecie orientacji krawedzi, tzn.

VP =VP  EP"=FEP i IP(e) =1IP(e)U{I¥(e)} dlakazdego e € EP.

Z aksjomatu wyboru wynika, ze dla kazdego hipergrafu H, istnieje dihipergraf
D taki, ze D* = H.
Dla dowolnego dihipergrafu D zachodza (patrz (P1)),

Sw(D) ~S,(D*) i S,(D)~S,.(D).
Czesciowej algebrze A = (A, (k*)rer) typu (K, k) przyporzadkowuje di-

hipergraf D(A) w nastepujacy sposéb: A jest jego zbiorem wierzchotkéw, a
krawedziami sa czworki (Vj, a, k, k*(a)), gdzie k* jest k(k)—arna czesciowa



operacja na A, a = (a1, as,...,ak) jest k(k)—eclementowym ciagiem ele-
mentéw z A, Vo = {ai,as, ..., axr)} jest zbiorem wszystkich parami réznych
elementéw ciagu a oraz k® jest okreslona na a.

Dla krawedzi (Va,a, k, kA (a)), Va jest jej zbiorem poczatkowym, a k% (a)
jest jej wierzchotkiem koncowym.

Jest to bardzo prosta reprezentacja, ale bardzo przydatna do badania krat
podalgebr. Dla dowolnej czesciowej algebry A mamy

Sw(A) ~ Sy (D(A)) ~ Su(D(A)),  S,(A) ~S,(D(A)) ~S,(D(A)"),

S.(A) ~ S.(D(A)), Si(A)=~S4(D(A)).

Z dowodu faktu , ze kraty S;(A) i Ss(D(A)) sa izomorficzne, tatwo wynika,
ze algebra czesciowa A jest lokalnie skonczona wtedy i tylko wtedy gdy jej
dihipergraf D(A) jest lokalnie skoniczony (lokalna skoniczono$é dihipergrafu
definiujemy analogicznie jak dla algebr).
Z tych rezultatéw wynika, ze warunki (W.1)—(W.4) charakteryzuja réw-
niez kraty stabych podhipergraféw i kraty stabych poddihipergrafow.
Jednym z gléwnych rezultatéw pracy (P1) jest nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 1 Dwa hipergrafy maja izomorficzne kraty stabych podalgebr
wtedy 1 tylko wtedy gdy sa izomorficzne.

Stad wynika nastepujacy wniosek, fundamentalny dla badan kraty stabych
podalgebr i jej wptywu na krate silnych podalgebr.

Whniosek 2 Algebry czesciowe A i B (moga byé rézinych typow) maga izo-
morficzne kraty stabych podalgebr wtedy i tylko wtedy gdy ich hipergrafy D(A)*
i D(B)* sq izomorficzne.

Oczywiscie analogiczny fakt zachodzi réwniez dla dihipergrafow.

Do sformutowania drugiego waznego rezultatu z (P1) potrzebuje nastepujacej
definicji.

Definicja 3 Niech L = (L,<y) bedzie krata spetniajaca warunki (W.1)-
(W.4). Wtedy U(L) jest hipergrafem takim, ze VYL jest zbiorem wszyst-
kich atoméw kraty L, EYM jest zbiorem wszystkich niezerowych, nieatomo-

wych, V—nieredukowalnych elementow kraty L, oraz dla dowolnej krawedzi
e€ BYW) UL (e) = {v € VYD) y Ly, e}

Teraz moge przypomnie¢ nastepujacy rezultat z (P1).
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Twierdzenie 4 Jesli krata L spelnia warunki (W.1)-(W.4), to
Su(U(L)) ~ L,

tzn. hipergraf U(L) ma krate stabych podalgebr izomorficzng z L.

Z tego rezultatu i Twierdzenia 1 otrzymujemy

Whniosek 5 Niech A bedzie algebrq czesciowa, a L kratq spetniajaca warunk:
(W.1)-(W.4). Wtedy nastepujace warunki sq réwnowazne:

(1) Kraty S,,(A) i L sa izomorficzne,
(2) Hipergrafy D(A)* i U(L) sa izomorficzne.

Oczywiscie majac taki rezultat, pytanie o to czy dana krata L (speliajaca
warunki (W.1)—(W.4)) moze by¢ reprezentowana przez krate stabych podal-
gebr czesciowej algebry danego typu, sprowadza si¢ do pytania czy dany
hipergraf mozna ”zorientowa¢ w dany typ”.

Doktadniej, niech L bedzie krata spemiajaca warunki (W.1)-(W.4)) i
niech (K, k) bedzie danym typem algebraicznym. Istnieje algebra czesciowa
A typu (K, k) taka, ze S,,(A) ~ L wtedy i tylko wtedy gdy istnieje algebra
czesciowa A typu (K, k) taka, ze D(A)* ~ U(L).

Umiemy przyporzadkowaé algebrze jej dihipergraf i hipergraf. Pozostal
jeszcze do przettumaczenia na jezyk hipergraféw typ algebry.

Definicja 6 Niech D bedzie dihipergrafem i niech T = (1, T1, T2, - . .) bedzie
ciagiem dowolnych liczb kardynalnych. Wtedy

(a) % Dla dowolnego skoticzonego (byé moze pustego) zbioru’V-C VP niech

EP(Vy={ec EP: IP(e)=V} i d°(V)=|ET(V)|.

(b) Powiemy, ze D jest (dihipergrafowego) typu 7, jesli d°(V) < 7y, dla
kazdego skoticzonego zbioru V. C VP,
Dihipergrafowy typ T nazywamy totalnie skonczonym, jesli T jest ciq-
giem liczb catkowitych nieujemnych w ktorym prawie wszystkie wyrazy
sq zerowe.

2Takie oznaczenie jest wprowadzone w pracy (P7), natomiast w pracach (P1), (P2) i
(P5) uzywam EP (V)i sP(V).



Dihipergrafowy typ T nazywamy skonczonym, jesli T jest ciqgiem liczb
catkowitych niewjemnych. W przeciwnym wypadku T nazywamy nie-
skonczonym.

Dihipergrafowy typ T nazywamy $cisle nieskonczonym, jesli T nie jest
zerowym. ciagiem i kazdy jego wyraz jest nieskonczona liczbg kardynalnag
lub zerem.

c) Powiemy, Ze dihipergraf D typu T jest totalny, jesli d°(V) = 1y dla
V]
kazdego skoticzonego zbioru V- C VP,

Oczywiscie ET (D) zawiera wszystkie state dihipergrafu D.

Potrzebuje jeszcze jednej kombinatorycznej defincji. Dla dowolnego typu al-
gebry (K, k), niech T(K, k) = (To(K, k), T1(K, k), To(K, k), ...) bedzie cia-
giem liczb kardynalnych takim, ze

Tu(K, k) = > sur(m, k) - |s~'(m)],

m=k

gdzie sur(m, k) oznacza liczbe wszystkich surjekeji ze zbioru m—elemento-
wego w zbior k—elementowy, oraz >~ i - oznaczaja sume i iloczyn dowolnych
liczb kardynalnych.

Doktadniejsze kombinatoryczne wlasnosci tego ciagu sa podane w (P2),
zauwazmy tylko, ze (z wyjatkiem co najwyzej pierwszego elementu To(K, K))
jest to ciag nierosnacy. Co wiecej, jesli (K, k) jest skonczonym typem (tzn.
K jest skoniczonym zbiorem symboli operacyjnych), to T(K, k) jest totalnie
skonczonym dihipergrafowym typem.

Nie jest trudno zobaczy¢, ze jesli A jest algebra czesciowa typu (K, k), to
dihipergraf D(A) jest typu T(K, k). Co wiecej, dla dowolnego dihipergrafu D
typu T (K, k), istnieje czesciowa algebra A typu (K, k) taka, ze D(A) ~ D.

Dla skoriczonego typu algebr (K, k) tatwo widadé, ze algebra A typu (K, k)
jest totalna wtedy i tylko wtedy gdy D(A) jest totalnym dihipergrafem typu
T (K, k) (oczywiscie zalozenie skoniczonosci typu jest potrzebne tylko do do-
wodu implikacji <).

Majac powyzsze wlasnosci otrzymujemy nastepujacy rezultat, ktory jest
podstawa do charakteryzacji kraty stabych podalgebr algebry czesciowej da-
nego typu.

Twierdzenie 7 Niech L bedzie krata spetniajaca warunki (W.1)-(W.4), oraz
niech (K, k) bedzie danym typem algebr. Wtedy L jest izomorficzna z kratq
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stabych podalgebr algebry typu (K, k) wtedy i tylko wtedy gdy krawedzie hi-
pergrafu U(L) moga byé zorientowane w taki sposdb, ze tworza dihipergraf
typu T(K, k) (tzn. istnieje dihipergraf D typu T (K, k) taki, ze D* ~U(L)).

Ten rezultat pokazuje, ze aby scharakteryzowac¢ krate stabych podalgebr al-
gebry czedciowej danego typu, wystraczy scharakteryzowac hipergrafy ktore
moga by¢ zorientowane (tzn. ich krawedzie moga by¢ zorientowane) tak by
tworzyty dihipergrafy danego (dihipergrafowego) typu.

W rozwiazaniu tego problemu (w pracy (P7)) wykorzystuje jeszcze jeden
(wlasciwie techniczny) rezultat z pracy (P2). Do jego sformutowania potrze-
buje jeszcze trzech, dosé¢ technicznych definicji.

Dihipergraf D nazywamy k—dihipergrafem (gdzie k& € N jest nieujemna
liczba catkowita), jesli D zawiera tylko k— krawedzie (tzn. dla kazdej krawedzi
e € EP, |IP(e)] = k). Dla k = 1 otrzymujemy digrafy.

W przypadku k—dihipergraféw mozna troche uprosci¢ pojecie typu. Mia-
nowicie, k—dihipergraf D jest k—typu n (gdzie n jest liczba kardynalna),
jesli dP(V') < n dla kazdego k—elementowego zbioru V' C VP. Dihipergraf D
k—typu n jest totalny, jesli dP(V) = n.

Oczywiscie jesli D jest k—dihipergrafem, to kazda (niezorientowana) kra-
wedz z D* ma k lub k + 1 wierzchotkéw. Zatem przydatna jest rowniez
nastepujaca definicja.

Hipergraf H jest (k, k+1)—hipergrafem (lub doktadniej, (k, k+1)—jedno-
litym hipergrafem), jesli kazda krawedz e € E™ ma k lub k + 1 koncéw (tzn.
[I"(e)] =k lub k + 1).

Nastepnie, hipergraf H jest k—hipergrafem (lub doktadniej, k—jednolitym
hipergrafem), jedli kazda krawedz e € E™ ma k koficow.

Zachodzi nastepujacy wazny techniczny rezultat.

Twierdzenie 8 Niech 7 = (19,71, 72,...) bedzie dihipergrafowym typem, a
H hipergrafem. Wtedy nastepujace warunki sq rownowazne:

(a) Istnieje dihipergraf D typu T taki, ze D* ~H.
(b) Istnieje rodzina {Hy}ren stabych podhipergrafow H taka, Ze

(b.1) Hy jest (k,k + 1)—hipergrafem, dla kazdego k € N,
(b.2) E™ = Upen E™,
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(b.3) dla kazdego k € N, istnieje k—dihipergraf Dy k—typu Ty, taki, ze

Oczywiscie powyzej przypomniatem tylko niektére rezultaty z prac (P1) i
(P2), tylko te ktére sa niezbedne do zrozumienia nastepnych paragrafow.

2.2 Unarne algebry i ich kraty podalgebr

Oczywiscie dla unarnych cze$ciowych algebr hipergrafowy jezyk z prac (P1) i
(P2) przyjmuje prostsza postacé jezyka grafowego. Doktadniej, w pracach (P3)
i (P4) uzywam zwiazkéw pomiedzy unarnymi algebrami a grafami, ktore zo-
staly wprowadzone w pracy [On some non-obvious connections between gra-
phs and unary partial algebras, K. Piéro, Czech. Math. J. 50, 295-320, 2000]
(rok publikacji jest troche mylacy, poniewaz praca ta zostala ztozona w 1996
roku). Z jednaj strony twierdzenia z tej pracy sa szczegblnymi przypadkami
rezultatéw z pracy (P1), z drugiej, praca ta zapoczatkowata badania prowa-
dzone w pracach (P1) i (P2).

Krata silnych podalgebr unarnej czesciowej algebry (a zatem réwniez
krata silnych poddigraféw digrafu) ma natepujaca charakteryzacje (patrz
[ Topics in Universal Algebra, B. Jénsson, LNM 250, Springer 1972]):

Krata L = (L, <) jest izomorficzna z krata silnych podalgebr unarnej
algebry (totalnej lub czesciowej) wtedy i tylko wtedy gdy

(1) L jest algebraiczna i rozdzielna,

(2) kazdy jej element jest kresem gérnym zbioru elementéw kompletnie
V —nieredukowalnych.

Element ¢ kraty L jest kompletnie V—nieredukowalny, jesli dla dowolnego
zbioru F' C L, rownos¢ ¢ = \/ F' implikuje ze i € F.

Zbiér wszystkich kompletnie V—nieredukowalnych elementéow kraty L
bede oznaczaé przez Ir(L).

W pracy (P3) badam dwa problemy. Po pierwsze, kiedy dwie unarne al-
gebry (moga by¢ réznych typéw) maja izomorficzne kraty silnych podalgebr.
Po drugie, kiedy unarna algebra A ma krate S;(A) izomorficzna z dana
krata L (ktora oczywiscie musi spelnia¢ (1) i (2)). Majac zwiazki pomiedzy
unarnymi algebrami a grafami, te dwa algebraiczne problemy maja swoje
naturalne grafowe odpowiedniki.
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W teorii graféw jest prosta konstrukcja sklejania danego zbioru wierzchot-
kow W digrafu D w jeden wierzchotek v. Wtedy kazda krawedZ wychodzaca
z (odpowiednio, wchodzaca do) W zamienia sie na krawedz wychodzaca z
(wchodzaca do) v. Uogdlniam te konstrukeje na dowolny podziat zbioru wierz-
chotkéw VP (réwnowaznie, na dowolna relacje réwnowaznosci 6 na V?). W
ten sposob otrzymuje cos w rodzaju digrafu ilorazowego, ktory oznaczam
przez D/6.

Wprowadzam nastepujaca relacje rownowaznosci O(D) na VP dla do-
wolnych v, w € VP, vO(D)w wtedy i tylko wtedy gdy v i w generuja ten sam
silny poddigraf w D.

W prosty sposéb mozna pokazaé, ze dwa rozne wierzchotki sa w relacji
O(D) wtedy i tylko wtedy gdy leza na jednym zorientowanym cyklu. Stad
D/O(D) nie ma nietrywialnych zorientowanych cykli. W szczegélnosei, na
jego zbiorze wierzchotkéw VP/€(P) mamy dobrze znany czesciowy porzadek
< zdefiniowany w nastepujacy sposob (patrz np. [Theory of Graphs, O. Ore,
AMS 1962]): w < v, jesli sa réwne lub istnieje zorientowana droga z v do w.

Nastepnie, dowodze, ze dla dowolnego digrafu D,

S:(D) ~ S,(D/©(D)).

Stad wynika, ze dla dowolnej kraty L spetniajacej (1) i (2) oraz digrafu D,
krata Sg(D) jest izomorficzna z L wtedy i tylko wtedy gdy zbiory czesciowo
uporzadkowane (VP/€(P) <) i (Ir(L),<g) sa izomorficzne.

Podobnie, dla dowolnych digraféw D i G, kraty Ss(D) i S4(G) sa izo-
morficzne wtedy i tylko wtedy gdy odpowiednie ich cze$ciowe porzadki sa
izomorficzne.

Oczywiscie z tych dwoch digrafowych twierdzen tatwo wynikaja analo-
giczne rezultaty dla unarnych algebr.

W pracy (P4) stosuje powyzsze rezultaty do pewnych unarnych algebr
czesciowych, ktérych kraty silnych podalgebr speilniaja pewnien warunek
skonczonosci, nazwany w tej pracy warunkem skonczonego pokrycia (w skro-
cie FC). Takie kraty maja dobra digrafowa reprezentacje. Dzieki tej repre-
zentacji moge rozwiazac problem kiedy para krat jest izomorficzna z kratami
stabych i silnych podalgebr jednej algebry.

Doktadniej, czedciowo uporzadkowany zbiér (P, <p) spetia FC, jesli dla
dowolnych elementéw p <p ¢ istnieje ciag p1, po, . . ., pr taki ze p1 = p, pr = ¢
i pir1 jest pokryciem p; dlat=1,2,... k — 1.
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Kazdy skoniczony zbiér spetnia FC, ale w ten sposéb otrzymujemy znacz-
nie obszerniejsza klasa czesciowych porzadkow (patrz (P4)).

Krate L nazywam normalna, jesli spetnia (1), (2) i (Ir(L), <) spelnia
warunek FC. Taka krate moge reprezentowaé przy pomocy digrafu D(L),
ktérego zbiorem wierzchotkow jest Ir(L) a krawedziami pary (i, j), gdzie i
jest pokryciem j. Digraf D(L) jest prosty, acykliczny i kazda jago krawedz
jest przesmykiem (ang. isthmus).

Dla dowolnych normalnych krat L i K zachodzi
L~K <« ©D(L)~DK),

S.(D(L)) ~ L.

Nastepnie definiuje normalne digrafy. Doktadna defincja jest w pracy (P4) na
strona 261, zanotujmy tylko, ze jesli digraf nie ma nieskonczonych drog, to
jest normalny. W szczeg6lnosci, kazdy lokalnie skoniczony digraf (wiec takze
kazdy skonczony digraf) jest normalny, ale klasa normalnych digraféw jest
znacznie szersza. Oczywiscie unarna czesciowa algebra jest normalna, jesli
jej digraf jest normalny. Zauwazmy, ze kazda lokalnie skonczona cze$ciowa
algebra unarna jest normalna.

Z kazdym normalnym digrafem D moge zwiazaé¢ digraf TQ(D) (patrz
strona 261 w (P4)). Wtedy dla dowolnych normalnych digraféw G, H i nor-
malnej kraty L zachodza nastepujace réwnowaznosci:

Ss(6) L <«— TQ(9) ~D(L),

S:(9) ¥ 8:(H) <= TQ(9)~TQ(H).
Stad tatwo wynikaja analogiczne rezultaty dla unarnych normalnych algebr.

W drugiej (gtéwnej) czesci pracy (P4) charakteryzuje kraty stabych i
silnych podalgebr jednej algebry. Doktadniej (Twierdzenie 2.2.3), niech K
bedzie krata speliajaca warunki (W.1)-(W.4), a L krata normalna. Istnieje
normalna unarna algebra A taka, ze S,,(A) ~ K i S;(A) ~ K wtedy i tylko
wtedy gdy graf U(K) i digraf D(L) spetiaja nastepujacy warunek: istnieje
relacja rownowaznosci 6 na zbiore VY5 taka, ze (a) kazda klasa rownowaz-
nosci jest spojnym grafem i kazda jej krawedz lezy na (niezorientowanym)
cyklu, (b) D(L)* jest stabym podgrafem U(K')/0 takim, ze dla kazdej regu-
larnej krawedzi grafu U(K')/0 istnieje zorientowana droga w D(L) z jednego
jej konca w drugi.
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2.3 Wplyw kraty stabych podalgebr na krate silnych
podalgebr

Punktem wyjscia tej pracy byto nastepujace pytanie: Jesli mamy dwie alge-
bry o izomorficznych kratach stabych podalgebr, to czy sa jakie$ zwiazki
pomiedzy ich kratami silnych podalgebr. W pracy [On a strong property of
the weak subalgebra lattice, Algebra Universalis, 40(4), 1998, 477-495] pokaza-
tem, ze w przypadku unarnych totalnych i lokalnie skonczonych algebr, krata
stabych podalgebr wyznacza jednoznacznie krate silnych podalgebr. Dowod
tego rezultatu jest Scisle grafowy i polega na tym, ze jesli dwa digrafy tego
samego skonczonego 1—typu maja ten sam szkielet i jeden z nich jest to-
talny i lokalnie skonczony, to te digrafy roznia sie tylko orientacja pewnych
zorientowanych cykli.

W przypadku algebr dowolnego typu pojawiaja sie trzy dodatkowe trud-
noéci. Po pierwsze, trzeba zdefiniowa¢ ”odwracanie krawedzi” w dihipergra-
fie. W pracy (4) zrobitem to w nastepujacy sposéb.

Wezmy dihipergraf D i pewien jego zbiér F' regularnych krawedzi nie
bedacych statymi, oraz niech U = {u; € VP: f € F} bedzie zbiorem wierz-
chotkéw takim, ze uy € IP(f) dla uy € U. Powiem, ze dihipergraf D(F,U)
jest otrzymany z dihipergrafu D przez odwrocenie krawedzi ze zbioru F' zgod-
nie z U, jesli

YPWEU) _ P pPRD) _ D
]»D(F’U)(e) =1IP(e) dlakazdegoec EP\ Fii=1,2,

50 = (PN Au ) VIR ()} 1 157 () = uy dla kaidego f € F

bLatwo pokaza¢ (Lemat 3.1), ze jesli dihipergrafy D, H maja izomorficzne
szkielety (tzn. D* ~ H*) i oba nie maja petli, to H jest izomorficzny z
dihipergrafem D(F, U) dla pewnych zbioréw F' i U zdefiniowanych jak wyzej.
Trzeba podkresli¢, ze ten fakt nie jest prawdziwy dla dihipergraféw z petlami.

Po drugie, trzeba zdefiniowa¢ ”drogi” w dowolnym dihipergrafie. W tej
pracy przyjatem nastepujaca defincje.

Wezmy liczbe naturalna k € N\ {0} i ciag r = (e1,ea,...,6€,) parami
roznych regularnych k—krawedzi dihipergrafu D. Ciag r nazwiemy k—droga,
jesli

IP(e;) € IP(eiy1) CIP(e)) U{IP(e))} dlai=1,2,...,m— 1.
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Jesli dodatkowo
I3 (em) € IT(e1) C IT (em) U{L} (em)},

to r nazywamy prostym k—cyklem.

Ciag krawedzi nazywamy hiperdroga (prostym hipercyklem), jesli jest
on k—droga (prostym k—cyklem) dla pewnego k € N\ {0}. Majac pojecie
k—drogi zdefniowalem pewne uogélnienie lokalnej skoniczonosci (Definicja
3.2), ktére jest rzeczywiscie stabszym pojeciem.

Po trzecie, trzeba zdefiniowa¢ co to znaczy ”odwrdcenie orientacji” dla
tak zdefiniowanych prostych hipercykli.

Wezmy prosty hipercykl (eq, es, ..., €,,) i zauwazmy, ze dlai = 1,2,...,m,
[IP(e;)\IP (eis1)| = 1. Jedyny element tej réznicy oznaczamy przez u;. Teraz
przez odwrbcenie orientacji prostego hypercyklu (eq, e, . .., €,,) rozumiemy
wzecie dihipergrafu D({e1, ea, ..., em}, {ur, Uz, ..., un}).

Podobnie postepujemy z dowolna rodzina parami krawedziowo roztacznych
prostych hypercykli.

WezZzmy teraz dihipergraf D totalnie skonczonego typu 7, ktéry jest lo-
kalnie skonczony (lub ogélniej, stabo lokalnie skonczony) totalny i nie ma
petli. Wtedy (Lemat 3.4 i Twierdzenie 3.6 oraz jego dowdd) dla dowolnego
dihipergrafu H tego samego typu 7, jesli H ma taki sam szkielet jak D, to po-
wstaje z D przez odwrdcenie orientacji prostych hipercykli, ktore sa parami
krawedziowo rozlaczne.

Stad tatwo wynika, ze takie dihipergrafy maja, w szczegdlnosci, izomor-
ficzne kraty silnych poddihipergraféw. Co wiecej, H tez nie ma petli, jest
lokalnie skonczony i totalny.

Totalna skonczonos¢ dihipergrafowego typu 7 tlumaczy sie na skonczo-
nosci algebraicznego typu (K, k).

Niestety naturalne hipergrafowe zatozenie ze dihipergrafy nie maja petli
ogranicza klase algebr dla ktérych mozna stosowaé ten wynik. Doktadniej,
dihipergraf D(A) algebry A typu (K, k) nie ma petli wtedy i tylko wtedy gdy
algebra A spelnia nastepujacy warunek: k4 (ay, ... s kky) 7 a; dla kazdego
k € K, dowolnych ay, ..., a.m € Aorazi=1,2,... k(k).

Podsumowujac (Wnioski 3.7 i 3.8), niech A = (A, (k*)rex) bedzie totalna
i lokalnie skoriczona (lub ogélniej, stabo lokalnie skoficzona) algebra skoriczo-
nego typu (K, k), ktéra dodatkowo spetnia powyzszy warunek. Wtedy dla
dowolnej algebry B = (B, (kB).cx) tego samego typu (K, k), jedli kraty sta-
bych podalgebr algebr A i B sa izomorficzne, to algebry te maja rowniez
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izomorficzne kraty silnych podalgebr, oraz B jest totalna, lokalnie skoniczona
i tez spelnia powyzszy warunek.

2.4 Charakteryzacja krat stabych podalgebr

W pracy (P7) zcharakteryzowatem krate stabych podalgebr algebry danego
typu. Doktadniej, rezultaty z prac (P1) i (P2) pokazuja, ze ten algebra-
iczny problem jest réwnowazny nastepujacemu bardzo naturalnemu hiper-
grafowemu pytaniu (ktore jest intersujace samo w sobie): Dany jest (dihiper-
grafowy) typ 7 i hipergraf H. Kiedy istnieje dihipergraf D typu 1 taki, ze
D* = H? Dla uproszczenia bede pisal, ze hipergraf H moze by¢ zorientowany
w typ 7, jesli taki dihipergraf D istnieje.

Dzieki Twierdzeniu 8 mozna ten problem zredukowaé jeszcze do (k, k +
1)—hipergraféw i k—typow. Podobnie (k, k+1)—hipergraph moze by¢ zorien-
towany w k—typ n, jesli istnieje k—dihipergraf D k—typu 7 taki, ze D* = 'H.

W pierwszej czesci pracy (P7) rozwiazuje ten problem dla skonczonych
(dihipergrafowych) typéw (a wiec rowniez algebraiczny problem dla skon-
czonych typow algebr). Ten przypadek ma bardzo eleganckie (i krétnie w
sformutowaniu) kombinatoryczne rozwiazanie.

Pierwszy wazny rezultat pokazuje, ze hipergraf H moze by¢ zorientowany
w skonczony typ 7 wtedy i tylko wtedy gdy kazdy jego skonczony staby
podhipergraf moze by¢ skierowany w ten typ.

Nastepnie dowodze, ze skonczony (k,k + 1)—hipergraf H moze by¢ zo-
rientowany w skonczony k—typ m € N wtedy i tylko wtedy gdy dla kazdego
stabego podhipergrafu K hipergrafu ‘H mamy

|EX| <m - |UN (R kyk + 1),

gdzie U (k; k, k +1) jest zbiorem wszystkich k—elementowych zbioréw W C
VK takich, ze W C I*(e) dla pewnego e € EX. Poniewaz K jest (k,k +
1)—hipergrafem, wiec dodatkowe warunki z Definicji 2.4 mozna tu pomina¢.

Te dwa rezultaty, razem z Twiedzeniem 8, rozwiazuja nasz hipergrafowy
problem w przypadku skoniczonych (dihipergrafowych) typow.

W drugiej czesci pracy (P7) zajmuje sie problemem dla nieskonczonych
(dihipergrafowych) typéw. Pokazuje najpierw (Proposition 3.1), ze hipergraf
‘H moze by¢ zorientowany w nieskonczony typ T wtedy i tylko wtedy gdy H
mozna roztozy¢ na dwa stabe podhipergrafy H; i H, takie, ze pierwszy z nich
moze by¢ zorientowany w skoniczony typ 7!, a drugi w $cigle nieskonczony typ
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72, gdzie dla kazdego i € N, 7! = 01 72 = 7, jesli 7; jest nieskoriczona liczba
kardynalna; oraz 7} = 7; i 72 = 0, jesli 7; jest skonczona liczba kardynalna.

W ten sposéb podzielitem problem w przypadku nieskonczonych typéw na
dwa oddzielne przypadki: przypadek skonczony (ktéry juz jest rozwiazany) i
Scidle nieskonczony.

W drugim kroku pokazuje, ze rozktad z Twierdzenia 8 jest jednoznaczny
(Proposition 3.2). Co wiecej wystarczy ograniczy¢ sie badania tylko niekto-
rych hipergraféw z tego rozktadu.

Doktadniej, wezmy hipergraf H i $cisle nieskoriczony (dihipergrafowy)
typ = = (70,71, T2, - . .). Nastepnie, niech Hj, bedzie stabym podhipergrafem
‘H takim, ze

E™ ={ec E™ |I"(e)| = k+1ih"(I"(e)) > i1},

gdzie h"(V) = |{e € E™: I"(e) = V'}|. Oczywidcie jest to k + 1—hipergraf.
Wtedy ‘H moze by¢ zorientowany w typ 7 wtedy i tylko wtedy gdy dla
dowolnego k € N,

(1) jesli 7 < Tpy1, to W(V) < 7p41 dla kazdego skoriczonego V C V¥,
(2) jesli 7 > T41, to Hy moze by¢ zorientowany w k—typ .

Zatem pozostaje tylko scharakteryzwaé (k, k + 1)—hipergrafy H, ktére moga
by¢ zorientowane w dany nieskonczony k—typ n > N,.

Co wiecej, mozemy sie ograniczy¢ do (k, k+1)—hipergraféw H, ktore spel-
niaja nastepujacy oczywisty warunek konieczny (pokazany w pracy (P2)):

R(V) < n dla kazdego skoniczonego i niepustego V' C V7t

Dla takich (k, k + 1)—hipergraféw zachodzi rezultat (Theorem 3.9):

(k,k 4+ 1)—hipergraf H (gdzie k > 1) moze by¢ zorientowany w nieskon-
czony k—typ n > Ng wtedy i tylko wtedy gdy istnieje algebraiczny operator
domkniecia Cj na zbiorze wierzchotkéw V7 taki, ze

(1) |Cx(W)| < max{n, W} dla kazdego W C V",

(2) dla kazdego W C V™ i kazdego v € V*\ Cyy(W), (k — 1, k)—hipergraf
H(Cr (W), v) moze by¢ zorientowany w nieskoriczony k — 1—typ n,
gdzie H(Cy (W), v) jest hipergrafem o zbiorze wierzchotkéw W, zbiorze
krawedzi {e € E™: IM(e)NW # 0} i [T (e) = [M(e) N W dla
kazdej krawedzi e.
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To twierdzenie daje "rekurencyjny” sposéb sprawdzania czy (k, k+1)—hiper-
graf ‘H moze by¢ zorientowany w nieskonczony k—typ, poniewaz 1—hipergraf
'H moze by¢ zorientowany w (skonczony lub nieskoniczony) 0—typ n wtedy i
tylko wtedy gdy |E™| < 7. Ten prosty fakt jest udowodniony w pracy (P2).
Z powyzszych rezultatéw otrzymuje, ze hipergraf ‘H moze by¢ zoriento-
wany w $cisle nieskonczony typ 7 wtedy i tylko wtedy zachodza warunki:

(a) A(V) < max{7y|_1, 7|} dla kazdego skoficzonego 0 # V C V',
(b) jesli 7o > 71, to |{e € E™: [T (e)| = 1, (I (e)) > 71 }| < 70,

(c) dla kazdego k € N\ {0}, jesli 7, > 741, to (k+1)—hipergraf Hj spetnia
warunki (2) i (3),
gdzie H}, jest stabym podhipergrafem H takim, ze E™ = {e € E™:
[I"(e)| =k +11ih"(I"(e)) > Tpi1}-

Na zakoricznie przypomnijmy klasyczny rezultat (patrz np. [Algebraic The-
ory of Lattices, P. Crawley, R.P. Dilworth, Prentice Hall Inc. 1973]), ze al-
gebraiczna i rozdzielna krata, w ktoérej kazdy element jest kresem gdérnym
pewnego zbioru zupetnie V—nieredukowalnych elementéw, jest izomorficzna
z krata wszystkich porzadkowych ideatow na zbiorze jej wszystkich zupetnie
V—nieredukowalnych elementow.

Oczywiscie dla kraty L, ktora spetnia warunki (W.1)—(W.4), zbior wzyst-
kich niezerowych V—nieredukowalnych elementow jest zbiorem jej wszystkich
zupelie V—nieredukowalnych elementow.

Wezmy teraz pewien zbior A atoméw kraty i pewien zbiér I niezero-
wych i nieatomowych V—nieredukowalnych elementéw kraty takich, ze dla
kazdego i € I, wszystkie atomy zawarte w ¢ naleza do zbioru A. Wtedy z
powyzszych faktow tatwo wynika, ze podkrata zupela [A U |y, generowana
przez AU I U {0} sklada sie tylko z sum elementéw ze zbioru AU I U {0}.
Stad, po pierwsze, A jest zbiorem jej wszystkich atomow, a I jest zbiorem jej
wszystkich niezerowych, nieatomowych i V—nieredukowalnych elementéw. Po
drugie, [A U I]y, spetia warunki (W.1)-(W.4). W szczegdlnosei, U ([A U I]y,)
jest stabym podhipergrafem U(L). Co wiecej, dla dowolnego stabego podhi-
pergrafu H hipergrafu U (L) mamy, ze U([V* U E]y) = H.

Zatem wszystkie powyzsze warunki na podhipergrafy hipergrafu U (L)
mozna przettumaczy¢ na specjalne podkraty kraty L, otrzymujac w ten spo-
sob algebraiczny opis krat ktore moga by¢ reprezentowane przez algebry
czesciowe danego typu. Oczywiscie otrzyma sie w ten sposob skomplikowane
i dtugie warunki. Réwniez dlatego jezyk hyipergrafowy jest tak przydatny.
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2.5 Przyklad pewnej quasigrupy z rozdzielna krata
podquasigrup

Zacznijmy od przypomnienia klasycznego rezultatu udowodnionego przez O.
Ore’go (patrz, np. Subgroup Lattices of Groups, Schmidt, R., Walter de Gruy-
ter, 1994), ze grupa ma rozdzielna krate podgrup wtedy i tylko wtedy gdy
jest lokalnie cykliczna. W pracy [On finite quasigroups whose subquasigroups
lattices are distributive, K. Pidro, Quasigroups and related systems (Inst. of
Math., Moldovian Academy of Sciences) 15, s. 309-316, 2007] pokazatem, ze
skoniczona quasigrupa z rozdzielna krata podquasigrup jest cykliczna (tzn.
ma jeden generator) i co wiecej, kazda jej podquasigrupa tez jest cykliczna.
Natepnie skonstruowalem kilka przyktadow, ktore pokazuja, ze odwrotna im-
plikacja nie jest prawdziwa.

Pozostato natomiast bardzo naturalne i ciekawe pytanie jak jest w przy-
padku nieskonczonym. I wtasdnie tym zajatem sie w pracy (P6). Po pierwsze,
modyfikujac troche dowdd pokazalem ze warunek skonczonosci mozna za-
mieni¢ na warunek malejacych tancuchéw. Jednak gléwnym celem pracy jest
konstrukcja przemiennej quasigrupy, ktora jest generowana przez dwa ele-
menty, ma rozdzielna krate podquasigrup, ale nie jest cykliczna (czyli nie
ma jednego generatora). Oczywiscie taka quasigrupa musi by¢ nieskonczona.
Zatem nieskonczony przypadek jest zupelnie inny niz przypadek skonczo-
nych quasigrup. Co wiecej, to pokazuje, ze dla quasigrup rozdzielnos¢ kraty
podquasigrup jest znacznie stabszym warunkiem niz dla grup.

W tej pracy w jawny sposéb nie korzystam z hipergrafowego jezyka, nato-
miast wszystkie konstrukcje sa oparte na ”patrzeniu” na algebry jak na dihi-
pergrafy. Dla przyktadu, wezmy przemienny grupoid (G, o). Wtedy dla kazdej
pary roznych elementéw z, y mamy 2—krawedz ({z,y}, xoy) oraz 1—krawedz
({x},z o z). Z drugiej strony, jesli mamy dihipergraf typu (0,1,1,0,0,...)
(tzn. z kazdego wierzchotka v wychodzi jedna 1—krawedz ({v}, w) oraz kazdy
zbiér dwu-elementowy {v,u} jest poczatkowym zbiorem jednej 2—krawedzi
({v,u},w)), to mozna zdefiniowaé dziatanie binarne o w nastepujacy sposob
vov =wivou =wuov = w. W ten sposéb otrzymujemy przemienny
grupoid. Oczywiscie sytuacja dla quasigrup jest bardziej skomplikowana, bo
mamy trzy operacje, ktére spelniaja rownosci quasigrupy.

Moja konstrukcja quasigrupy wykorzystuje réwniez czesciowe algebry. Do-
ktadniej, konstruuje rézne ciagi czesciowych algebr z unarymi i binarnymi
operacjami. Z tych ciagow powstaje pewna totalna algebra z jedna binarna
operacja i przeliczalnie wieloma unarnymi opercjami, ktéra ma rozdzielna
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krate podalgebr, ma dwa generatory i nie ma jednego generatora. Na nosniku
tej algebry, korzystajac z jej struktury buduje przemienny grupoid majacy te
same wtasnosci. Nastepnie, modyfikujac jeszcze troche te konstrukcje otrzy-
muje zadana quasigrupe.

3 Omoéwienie pozostalych osiagniec
naukowo-badawczych

Jak juz byto wspomniane wyzej, w pracy (P9) pokazatem, ze skoriczona qu-
asigrupa z rozdzielna krata podquasigrup jest cykliczna (tzn. ma jeden gene-
rator) i co wiecej, kazda jej podquasigrupa tez jest cykiczna. Pokazatem réw-
niez, ze warunek rozdzielnosci kraty podquasigrup moze by¢ zastapiony przez
troche stabszy warunek. Nastepnie skonstruowatem kilka przyktadéw, ktore
pokazuja, ze odwrotna implikacja nie jest prawdziwa. Dokltadniej, najpierw
skonstruowalem cztero-elementowa quasigrupe, ktorej kazda podquasigrupa
jest cykliczna, ale jej krata podquasigrup nie jest cykliczna. Nastepnie, skon-
struowatem pigcio-elementowa przemienna quasigrupe o takich wtasnosciach.
Warto zaznaczy¢, ze te pie¢ elementéw jest liczba minimalna, poniewaz udo-
wodnitem, ze dla kazdej przemiennej quasigrupy z co najwyzej czterema ele-
mentami, jesli kazda jej podgrupa jest cykliczna, to quasigrupa ma rodzielna
krate podquasigrup.

Konstuuje réwniez szescio-elementowa quasigrupe cykliczna, ktérej pod-
quasigrupy wtlasciwe nie sa cykliczne.

W pracy (P10) pokazuje, ze zaden prosty graf nie ma wlasciwego pod-
grafu, ktéry ma ten sam hipergraf sasiedztw. Hipergrafem sasiedztw zwiaza-
nym z grafem G nazywamy hipergraf, ktérego krawedzie sa postaci Ng(v),
gdzie Ng(v) jest zbiorem wszystkich sasiadow wierzchotka v. Wnioskiem z
tego twierdzenia jest nasepujacy fakt: jesli hipergraf klikéw H i hipergraf
K maja ten sam hipergraf sasiedztw, oraz relacja sasiedztwa w H jest pod-
relacja takiej relacji w IC, to K jest wpisany w H (tutaj oba hipergrafy sa
traktowane jako pokrycia). W szczegélnosci, jesli K jest takze hipergrafem

klikow, to KK = H.

Punktem wyjscia prac (P11) i (P12) jest nastepujacy naturalny algebra-
iczny problem: Kiedy unarna czesciowa algebra A typu K jest jednoznacznie
wyznaczona (oczywiscie z dokladnoscia do izomorfizmu) przez jej krate sta-
bych podalgebr w klasie wszystkich unarnych czesciowych algebr tego samego
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typu K7 W przypadku unarnych algebr przez typ mozna rozumie¢ po prostu
zbiér symboli operacyjnych K.

Z paragrafu 2.1 widac, ze poza przypadkiem monounarnych algebr, nie
ma mozliwo$ci odtworzenia samej algebry, natomiast mozna probowaé od-
tworzy¢ jej digraf. Zatem algebraiczny problem przyjmuje nastepujaca gra-
fowa postaé: Kiedy digraf D typu n (lub bardziej precyzyjnie, 1—typu n) jest
jednoznacznie wyznaczony przez jego szkielet D*? Wtasnie ten problem jest
rozwigzany w pracach (P11) i (P12).

Praca (P13) zajmuje sie problemem kiedy dane pokrycie zbioru pochodzi
od pewnej tolerancji na tym zbiorze.

Praca (P14) pokazuje, ze grupoid z rozdzielna krata podgrupoidow, spet-
niajacy pewnien dodatkowy warunek, jest w pewnym sensie unarna algebra.

W pracach (P20), (P21), (P23) i (P24) badam zaleznosci pomiedzy kra-
tami silnych, relatywnych, stabych poalgebr i odcinkéw poczatkowych jed-
nej unarnej czesciowej algebry. Dokladniej, prace (P23) i (P24) daja pewne
proste warunki konieczne. Te czeSciowe rezultaty daja warunki konieczne i
dostateczne dla monounarnych algebr. Pierwsza z tych prac zawiera takze
inny, krotszy, dowdd charakteryzacji kraty stabych podalgebr. Prace (P20) i
(P21) rozwiazuja ten problem dla skoriczonych unarnych algebr czesciowych.
Oczywiscie rozwiazanie wykorzystuje grafowy jezyk.

W pracach (P22) i (P25) charakteryzuje kraty stabych podalgebr unarne;j
algebry cze$ciowej danego typu (w pierwszej pracy dla skoniczonych typow, a
w drugiej dla nieskoniczonych typow). Oczywiscie rezultaty tych prac sa bar-
dzo szczegblnymi przypadkami twierdzen z pracy (P7). Natomiast daty one
wskazowki w jaki poséb zabraé sie za ogdlny przypadek, ktory jest znacznie
bardziej skomplikowany.

W praca (P26) dowodze, ze dla lokalnie skonczonej unarnej (totalnej)
algebry skonczonego typu krata stabych podalgebr jednoznacznie wyznacza
krate silnych podakgebr. Dowdd tego rezultatu jest wtasciwe czysto grafowy
i co wiecej, otrzymujemy przy okazji bardzo tadny grafowy fakt. Ta praca
wyraznie pokazuje, ze zwiazki pomiedzy kratami podalgebr a hipergrafami
moga by¢ gtebokie.

(P27) jest moja pierwsza praca. Pokazatem w niej, ze do badania krat
podalgebr unarnych algebr warto wykorzystaé jezyk grafowy. Praca ta data

poczatek badaniom prowadzonym w (P1) i (P2). Trzeba podkresli¢, ze rok
publikacji jest mylacy, poniewaz praca zostata ztozona w roku 1996.
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