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Szanowny Panie Profesorze,

Zwracam sie w sprawie powierzonej mi recenzji rozprawy doktorskiej mgr Jacka Kubicy, ktérej
opdéznione przygotowanie uzgodnitem w kwietniu z profesorem Piotrem Kalitg. Po wstepnym
etapie przygotowania uwazam i wnioskuje, zeby w tym wypadku praca ta zostata zwrécona
doktorantowi w celu dokonania jej poprawy w okreslonym przez komisje terminie (zgodnie z
pktem 12 (3) ,,Zasad przeprowadzania postepowan doktorskich przez Rade Dyscypliny Matematyka UJ w
trybie eksternistycznym (aktualizacja z dnia 29 czerwca 2023)”.

Argumenty:

1.

Tekst rozprawy jest prawie verbatim réwny tekstowi wspélnej pracy doktoranta promotora i prof. P.
Kality , The pitchfork bifurcation and heteroclinic connections in the Kuramoto—Sivashinsky PDE”
dostepnej na stronie repozytorium ,arxiv’. W samej rozprawie wymieniona powyzej praca nie jest
wymieniona. Sg, tez niewielkie nie wyodrebnione fragmenty nie pochodzace z tamtej pracy, ale
wobec powyzszego trudno jest je ocenic.

Przyjmujac fakt, ze podstawg rozprawy doktorskiej moze by¢ publikacja, czy praca naukowa, w tym
wspadlna, zwyczajowo uznaje sie zasade, ze powinna ona byé zaopatrzona w szersze wprowadzenie
umiejscawiajgce jg w perspektywe badan w tej dziedzinie. W przypadku matematyki, oznacza to tez
podanie definicji i oznaczen, w taki sposéb aby tresé¢ rozprawy byta mozliwie szeroko dostepna, w
tym dla niespecjalistéw z obszaru badawczego doktoranta i jego grupy. Jest to zresztg zgodne z

zapisem punktu 10 wymienionych zasad postepowan doktorskich dotyczgcego wymagan egzaminu:

Doktorant powinien:

(a) zna¢ wypowiedzi podstawowych definicji i twierdzer, ktore dotyczq danego zagadnienia,
(b) zna¢ przyktady ilustrujgce wystepujqce pojecia (pozytywne i negatywne),

(c )znac logiczne powigzania pomiedzy odpowiednimi pojeciami i twierdzeniami.

W konkluzji, uwazam, ze doktorant powinien uzupetnié tre$¢ rozprawy o kilkanascie stron zawierajgcych
szersze i kompletne wprowadzenie i przedstawi¢ nowa jej wersje. Konkretne, ale ogélne uwagi podaje

osobno.

Poznan, poniedziatek, 8 lipca 2024
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Uwagi dotyczace tekstu i redakcji rozprawy doktorskiej magistra Jacka Kubicy ,,The

Pitchfork bifurcation in the Kuramoto-Sivashinsky PDE”.

Sugerowane zagadnienia, ktére mogtyby by¢ ujete w dtuzszym wprowadzeniu do wyzej
wymienionej rozprawy.

1.

Pojecie (definicja) bifurkacji rownan rézniczkowych:
a) Warunki konieczne na istnienie bifurkacji w danym punkcie
b) Rézne typy bifurkacji, Warunki dostateczne i r6zne metody wykazywania istnienia
bifurkacji (np. bifurkacja Hopfa -metody topologiczne i punkt osobliwy zbioru
rozwigzan (w szczegolnosci uzyteczne przy badaniu bifurkacji rozwigzan
stacjonarnych!) — metody algebraiczne i analityczne, metody aproksymacyjne i
obliczeniowe.
Mozliwie precyzyjne okreslenie — definicje przestrzeni funkcyjnych, w ktérych okresla sie
nieskoriczeniewymiarowy nieliniowy operator, ktérego rozwigzania odpowiadaja
rozwigzaniom pierwotnego rownania. Opis metod uzywanych aproksymacyjnych
wykorzystywanych rozprawie.
Definicje i wyjasnienia poje¢ z matematyki obliczeniowej uzywanych w pracy takich jak
»rigorious proof”, rigorious integral” (versus np. heuristic integral), ,,rigorious numerics”
i innych.
Opis ogdélny (juz we wstepie) réznic pomiedzy wynikami uzyskanymi w doktoracie a
wynikami cytowanej pracy G. Arioli and H. Koch, Computer-assisted methods for the
study of stationary solutions in dissipative systems, applied to the Kuramoto-Sivashinski
equation, czy wczesniejszych prac promotora na powyzszy temat. Jest to tez okazja na
uwypuklenie réznicy pomiedzy problemem bifurkacji odwzorowan stacjonarnych a
odwzorowan okresowych tak jak bada sie w innej z cytowanych prac J. Bouwe van den
Berg and E. Queirolo, Rigorous validation of a Hopf bifurcation in the Kuramoto-
Sivashinsky PDE.
Przeniesienie czesci zawartosci dodatku ,,Appendix”, o charakterze ogélnym do tego
wprowadzenia np. paragraf o stopniu topologicznym czy formie normalnej,
pozostawiajgc tam wytgcznie sprawy techniczno-obliczeniowe, odnoszace sie tylko do
rozumowan zawartych w rozprawie.
I na koniec, co nie jest juz sugestig zmiany prezentacji wynikéw, a co mogtoby podnies¢
jej znaczenie (atrakcyjnosé), to prosba o ilustracje wykorzystania uzyskanych twierdzen
w konkretnym modelu matematycznym opisywanym przez réwnanie K-S (o ile doktorant
dysponuje takim przyktadem).

Poznan, 8lipca 2024
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Recenzja rozprawy doktorskiej magistra Jacka Kubicy
The Pitchfork bifurcation in the Kuramoto-Sivashinsky PDE

Przedstawiona rozprawa doktorska magistra Jacka Kubicy "The Pitchfork bifur-
cation in the Kuramoto-Sivashinsky PDE" liczy 84 strony wraz zc spisem tresci i
napisana jest w jezyku angielskim.

Poswiecona jest opisowi wlasnosci rozwigzan rownania Kuramoto-Sivashinskicgo

U = —flggze — Use + (0)2, 1 >0, 2€R, ult,z) € R

w poblizu punktu bifurkacji (0, 1) czyli rozwiazan bifurkujacych od rozwiazania ze-
rowego przy wartosci parametru g = 1. To réownanie rézniczkowe, oznaczane w
skrocie KS rozpatrywane jest przy warunkach brzegowych okresowosci u ze wzgledu
na zmienng z, u(t,z) = u(t, z + 2mw) oraz u(—=z,t) = —u(t, —z) tj. wspolzmienniczo-
§ci u ze wzgledu na naturalne dzialanie Zy na prostej rzeczywistej. Dla parametru
¢ = 1 spelniony jest warunek konieczny istnienia bifurkacji i rzeczywiscic ma ona
miejsce a od odwzorowania stacjonarnego u = 0 odchodza dwie galezie nictrywial-
nych rozwigzan skierowane w jednym kierunku wzgledem parametru p co nadaje tej
bifurkacji jej nazwe. Najwazniejsze wyniki podane w omawiancj rozprawic doktor-
skiej pochodza ze wspdlnej pracy doktoranta wraz z promotorem i Piotrem Kalita.
ktora zostala przyjeta do Journal of Computational Dynamics [12].

PrzejdZmy teraz do oméwienia tresci pracy. Rozpoczyna si¢ ona wstepem, w kto-
rym autor informuje o ogélnym schemacie i poszczegblnych krokach uzywanych w
badaniu problemu tj. zamiany réwnania czastkowego nieskonczonym ukladem réow-
nan zwyczajnych poprzez rozwiniecie w szereg Fouricra, a nastepnic wykorzystanie
metody "self-consisted bounds" wprowadzonej w pracy Zgliczynskiego z Mischaiko-
vem 1 rozwijanej w innych pracach Zgliczynskiego, pozwalajacej kontrolowaé blad w
aproksymacji metoda Galerkina.

W pierwszym rozdziale wprowadzajacym autor przedstawia krotki przeglad ty-
pow twierdzen o lokalnych bifurkacjach rozwigzan dla probleméw z parametrem
rzeczywistym, gdy (0, u) jest galezia rozwiazan. Sa to na przyklado: twierdzenic
Krasnosielskiego (Thm 0.1), twierdzenie Crandalla-Rabinowitza (Thm 0.4), przy-
ktad wykorzystujacy schemat redukcji Lapunowa-Schmidta (Thm. 0.6) i jego konsc-
kwencje (Ex. 07). Nastepnie podaje krotkie informacje na temat twierdzenia Hopfa
o bifurkacji, rozmaitosci centralnej i rozmaitosci stabilnej i niestabilnej w punk-
cie stacjonarnym uktadu réwnan rézniczkowych zwyczajnych. Kolejno, dla wygody
czytelnika, zawarty jest krotki opis uzywanych "rigourious numerics methods" tj.
badania na ile rozwiazania przyblizone rozchodzag sie przy stosowaniu arvtmetyki
przedziatowej.



Bardzo krotki rozdzial pierwszy zawiera defincje rézniczkows i wlasnoscei stopnia
topologicznego (Brouwera) sformutowanie podstawowego twierdzenia analizy nieli-
niowej (Thm 1.1). W rozdziale drugim autor przedstawil definicje i wlasnoséi nor-
my logaryvtmicznej potrzebnej do oceny odchylenia trajektorii rozwiazania rownania
rozniczkowego wzdluz krzywej, ktérej pochodna jest malym zaburzeniem pola za-
dajacego to rownanie (Lemma 2.3).

Kolejny rozdzial trzeci zawicra juz bardziej szczegblowy opis poje¢ wykorzy-
stywanvch w rozprawice doktorskiej. Sa to przede wszystkim pojecia rozwiniete w
pracach grupy zwiazanej z promotorem rozprawy jak pojecie "izolujacego kuboidu"
w przestrzeni Hilberta (Def. 3.2) bedacego specjalnym przypadkiem bloku izoluja-
cego dla lokalnych poét-potokow, oraz "warunek stozka" dla takiego kuboidu (Def.
3.8). Wiccej micjsca zajmuja twierdzenia dotyczace zachowania sie trajektorii punk-
tu z rozinaitosci stabilnej, odpowiednio niestabilnej, w poblizu punktu stacjonarnego
pot-potoku ¢,(..) w kuboidzie N, ktory spelnia silny warunek stozka. Na zakoiiczenie
rozdzialu wykazane jest twierdzenie (Thm 3.21) stwierdzajace, ze w e-izolujacym ku-
boidzie N istnicje doktadnie jeden punkt staty lokalnego pétpotoku ¢, gdy polpotok
ten spetnia warunek silnego stozka. Co wiecej ten punkt staly jest hiperboliczny.

Rodzial czwarty ma charakter "dydaktyczny". Ilustruje sie w nim pojecie bifur-
kacji tvpu "pitchfork", a whasciwie schematu metody wykorzystywanej pdzniej do
analizy rownania Kuramoto-Sivashinskiego, na przyktadach dwéch uktadow rownan
rozniczkowych zwycezajnych w R? i R® odpowiednio. Wykazuje sie dla nich istnienie
bifurkacji typu pitchfork i opisuje dynamike w otoczeniu punktu bifurkacji. Pierwszy
dwuwymiarowy model dotyczy przypadku, w ktérym nie wystepuja kierunki niesta-
bilne (Thm 4.9). Drugi model stanowi modyfikacje pierwszego poprzez dopisanie
kolejnego (trzeciego) réwnania wymuszajacego kierunek niestabilny (Thm 4.16).

W okrotkim rozdziale piatym autor opisuje postaé normalng odwzorowania nie-
skoticznic wymiarowej przestrzeni Hilberta jaka bedzie wykorzystywal w rozwaza-
niach poéznicjszvch kluczowych rodziatéow rozprawy.

Rozdziat szosty jest pierwszym, w ktoérym prezentuje sie istotne osiagniecia uzy-
skanc w rozprawic, w tym wypadku adaptacje, a wlasciwie specyfikacje metod wpro-
wadzonych w pracach |20], |21],|22], ktore byly inspiracja dla tej rozprawy. Bardziej
precvzinic jest metoda "self consistents bounds". Jest ona przystosowaniem me-
tod badania dyvssypatywnych réwnan rézniczkowych czastkowych do stosowanego
w tym podejsciu nieskoticzonego ukladu réwnan rézniczkowych zwyczajnych, me-
tody Galerkina i kuboidéw izolujacych. Pozwala to uzyskaé¢ twierdzenia o istnieniu
punktow statych bedacych atraktorami dla pot-potokéw niezmienniczych "w przod”.
(forward-invariant) czy tez twierdzen o jednoznacznosci, oraz o wykladniczej kontroli
odchyienia trajektorii tego pol-potoku w zaleznoéci od warunkéw poczatkowych.

W meritum rozdziatu siddmego wktad autora jest jeszcze jest jeszcze bardziej
istotny niz w poprzednim rozdziale. Sprawdza si¢ tam warunek stozka w obecnosci
warunku "self consistents bounds”. Twierdzenia z tego rozdzialu sg wykorzystywane
w rozdziale 6smym i cz¢$ciowo sa kontynuacja pracy [23] promotora rozprawy.

W rozdziale 6smym Jacek Kubica dowodzi twierdzenia (Thm 8.9), ktore jest
gtownym wynikiem jego rozprawy doktorskiej. Twierdzenie to stwierdza istnienie bi-
furkacji typu "pitchfork" dla parametru p = 1 w problemie, oznaczonym (46), ktory
otrzymany jest 7z wyjsciowego problemu Kuramoto-Sivashinskiego poprzez standar-
dowa redukcje do nieskonczonego uktadu RRZ (ODE) i zamiang zmiennych do odpo-




wiedniej postaci normalnej (Lem. 8.1.). Dowodowi tego twicrdzenia poswiccony jest
caly podrozdzial 8.2, natomiast dowod istotnego lematu (Lem. 8.1) jest przedstawio-
ny w rozdziale dziesiatym. W tym podrozdziale sformulowanych i udowodnionych
jest piec¢ lematow (Lem. 8.4.-8.8.), ktore stanowia kolejne kroki w dowodzic Twier-
dzenia 8.9, a ktore pozwalajg uzasadni¢ warunki (P1)-(P3) wymienione w Definicji
4.2. Warunki (P1)-(P3) opisuja dynamike w ustalonym e-izolujacym kuboidzie dla
sparametryzowanej rodziny lokalnych pot-potokéw w otoczeniu punktu, gdzie ma
miejsce bifurkacja typu "pitchfork".

W rozdziale dziewiatym autor przeprowadza kolejny krok w celu analizy lokalne-
go zachowania sie rozwiazan ukladu (oznaczonego (60)), w poblizu punktu bifurkacji.
Sprawdza sie tutaj warunki (zalozenia) dla dyskutowanego uktadu pozwalajace sto-
sowaé komputerowo wspomagang czes$¢ dowodu, stwierdzi¢ istnicnic hiperbolicznych
punktow statych i wyznaczy¢ mozliwie duzy zakres parametru [Aq(p ), A\j(py] . w
ktérym ten schemat mozna stosowaé¢. Podsumowujgce jest Twierdzenic 9.8, ktore
stwierdza istnienie bifurkacji typu "pitrchfork w przedziale [A;(p_), A1 (s )]. Dodaj-
my, ze wczeSniej autor zmienil parametr p wystepujacy w oryginalnym ukladzie i
pochodzacy bezposrednio z réwnania KS na Ay (u), gdzie A (1) jest wspotezynnikiem
w liniowej czedci pierwszego réwnania uktadu.

Nastepny rozdzial dziesigty jest tez bardzo waznym jesli chodzi o tresci hedgee
istotnym wkladem rozprawy w dokladniejszy opis zachowania sic rozwiazan réwna-
nia Kuramoto-Sivashinskiego. Wtasciwie trudno mowié o rozdziale dzicsiatym, gdyz
nie mozna powiedzie¢, iz ma on forme jednolitego rodziatu. Po prostu od tego mo-
mentu kolejne fakty zamieszczone w rozprawiec maja numer wiodgcy 10, a znajduja
si¢ tam tez "uzupelnienia" ( Appendix A), B), C), D)), ktore zasadniczo stanowia o
wartosci rozprawy. Dos¢ duza jego cze$¢ zajmuje dowod wezedniej sformutowancgo
Lematu 8.1 o istnieniu odpowiedniej postaci normalnej wiclokrotnic wspominanego
nieskoniczonego ukladu réwnain rézniczkowych zwyczajnych. Poprzedzony on jest Do-
datkiem A). Sam dowod jak i rozwazania Dodatku A) maja charakter analityczny -
przeprowadza sie w nich szacowania, ktére uzasadniajg zbieznosé formalnie zdefinio-
wanych szeregdéw okreslajacych zamiane zmiennych. Bardzie sumaryczna konkluzja
tego rozdzialu tj. istnienie heteroklinicznej rodziny laczacej niestabilne rozwigza-
nie zerowe z niezerowym punktem stacjonarnym bedgcym atraktorem zawarta jest
w twierdzeniu (Thm 10.2). Jednak dopiero przestawione w dodatku (Appendix B)
twierdzenia 10.27 i 10.28 zawierajace wspomagane komputerowo dowody istnienia
bifurkacji typu ,pitchfork" dla réwnania KS z podanym explicite zakresem para-
metru g (blisko 1 1 odpowiednio 0,25) stanowia o warto$ci tego rozdziatu i calej
rozprawy. W schemacie "rigorous integration" wykorzystywanym tamze autor ba-
zuje na pracy Piotra Zgliczynskiego |25].

W konsekwencji mozna stwierdzié, ze cele badawcze okreslone i opisane we wste-
pie do rozprawy zostaly w pracy zrealizowane. Uzyskane rezultaty rozszerzyly stan
wiedzy o zachowaniu sie gatezi rozwiazan réwnania Kuramoto-Sivashinskicgo, a tak-
ze raz jeszcze potwiedzily, ze uzyskiwanie matematycznie Scistveh wynikow jest moz-
liwe za pomoca metod wspieranych komputerowo.

Podsumowujac dorobek rozprawy od strony uzywanych i wypracowanych tech-
nik mozna powiedzie¢, ze checiaz w wiekszosci opicraja sie na klasyeznych rozumowa-
niach analitycznych, to sg one skomplikowane ze wzgledu na ich liczbe (mnogosc!).
Zdecydowanie wymagajg cierpliwosci ale tez zrozumienia schematu ogolnego rozu-



mowania. Jesli chodzi o dorobek koncepcyjny rozprawy to, jak juz stwierdzilismy
opisach, w zasadzie bazuje ona na metodach i schematach wypracowanych wcze-
$nicj przez promotora i jego wspoltautorow. Jednak ich specyfikacja i tez konkretne,
efektywne, obliczenia wykonane na konicu pracy przy uzyciu komputera wymagaty
adaptacji tych metod na poziomie teoretycznym.

W ocenie formalnej strony pracy odniose si¢ tylko do jej ogblnych cech. Struktu-
ra i podzial pracy na rozdzialy jest naturalny i odwzwierciedla strukture pracy [12],
ktora jest merytorycznic gtéwna bazg dysertacji. Nawigzuje tez do sposobu prezen-
tacji w poprzednich publikacjach promotora rozprawy. Warto zaznaczyé, ze dtugosdé
tekstu 1 wiclo$é stwierdzent o czysto technicznych sfomutowaniach czynity redakcje
pracy trudna. Na przvklad, w odwotaniach dla skréocenia, zamiast nazw autor uzywal
numerdéw, a wtedy nietrudno o btad, albo niejasnosé. Jednak ogélnie mozna strone
formalng ocenié pozytywnic. Natomiast mnie osobiécie brakuje jakichkolwiek odnie-
sienn do fizveznych konsekwencji uzykanych rezultatéw. Skoro réwnanie KS powstalo
jako model dyfuzji laminarnej (tj. w uwarstwiowanym osrodku), to przypuszczal-
nie istnicja mozliwe do ilustracji (takze wizualnej) konsekwencje fizyczne rezultatow
matematycznyvch przedstawionych w rozprawie.

W podsumowaniu oceny wszystkich wyzej wymienionych aspektéw
pracy, stwierdzam, ze rozprawa doktorska "The Pitchfork bifurcation in
the Kuramoto-Sivashinsky PDE" magistra Jacka Kubicy w pelni spelnia
wymagania artykulu 187 ustawy z 20 lipca 2018 o Szkolnictwie Wyzszym
i Nauce, oraz przede wszystkim zwyczajowe wymagania stawiane pracom
doktorskim w $rodowisku matematycznym.

W konsekwencji wnosze o dopuszczenie jej do dalszych etapéw prze-
wodu doktorskiego.

Poznan, 24 marca, 2025 roku 4




