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Recenzja rozprawy doktorskiej mgra Sebastiana Babiniskiego
Ezxztremal problems on edge colorings of graphs

Tematyka rozprawy mgra Sebastiana Babifiskiego obejmuje kilka mniej lub bardziej bez-
pofrednio spokrewnionych zagadnien dotyczacych pewnego rodzaju nasyconych kolorowan
krawedzi graféw, digraféow oraz graféw zorientowanych. Przez nasycenie rozumiem tutaj
sytuacje, w ktorej kazda dodatkowa krawedZ z przypisanym kolorem z zadanej puli lub
dodatkowy zestaw réznokolorowych krawedzi skutkuje pojawieniem si¢ konkretnej zakaza-
nej konfiguracji. Problematyka podjeta przez mgra Babiniskiego sytuuje sie na pograniczu
dwoch istotnych i aktywnie rozwijanych obszaréw teorii graféw, o ugruntowanej historii.
Pierwszy z nich zwigzany jest z szeroko pojetym zagadnieniem kolorowania grafoéw, ktérego
korzenie siggaja XIX wieku i badari nad stynng hipoteza (obecnie twierdzeniem) o czterech
kolorach, czy np. rezultatéw Vizinga o kolorowaniach krawedziowych z lat szeéédziesigtych
ubieglego wieku. Drugi wspomniany obszar okreslic mozna jako teoria graféw ekstremal-

nych. Zagadnienia mieszczace sig w tym nurcie majg czesto charakter optymalizacyjny, a
typowe problemy dotycza maksymalizacji lub minimalizacji jakiego§ parametru grafu, jak
np. jego rozmiar, przy zadanych ograniczeniach, np. na jego rzad oraz strukture. Grafy,
dla ktérych osiggane sa wspomniane skrajne wartoéci badanego parametru okreélane sa
jako ekstremalne. Poczatki tej problematyki zwigzane sa z wynikiem Mantela o grafach
bez trojkatow z pierwszej dekady XX wieku, czy pdzniejszymi uogblnieniami tego rezultatu
autorstwa Turdna oraz Frddsa i Stone’a z lat czterdziestych, dotyczgcymi maksymalnej
liczby krawedzi (tj. rozmiaru) grafu o zadanym rzedzie n przy zalozeniu, ze nie zawiera
on podgrafu izomorficznego z pewnym grafem H. Warto wspomnieé, iz juz te wczesne wy-
niki implikowaly asymptotycznie optymalne rozwigzania badanego problemu w przypadku
dowolnego grafu H z liczbg chromatyczng x(H) przynajmniej 3. Dla x(H) = 2 problem
pozostaje otwarty — znane sg tu wyniki dokladne lub asymptotyczne jedynie dla wybra-
nych graféw i specyficznych podzbioréw graféw dwudzielnych. Rozprawa mgra Babinskiego
podejmuje problematyke z nurtu teorii graféw ekstremalnych, lecz w érodowisku graféw po-
kolorowanych krawedziowo, czy, innymi stowy, z uwzglednieniem podziatu zbioru krawedzi
danego grafu (lub multigrafu) na podzbiory o pewnej strukturze. Takie uogélnienie klasycz-
nych zagadunief oraz zwigzanych z nimi rezultatéw nie jest calkowicie nowg problematyka.
Wskazuje na to szereg odniesienr do literatury, wylistowanych w rozprawie, jak i fakt ist-
nienia uzytecznych i zaawansowanych narzedzi dedykowanych tej tematyce, takich jak np.
wspomniany i wykorzystywany przez mgra Babinskiego colored graph removal lemma.

Pierwszy rozdzial rozprawy obejmuje podstawowe definicje, oznaczenia i kilka uzytecz-
nych narzedzi.

Rozdzial 2 zawiera wyniki z artykulu mgra Sebastiana Babiniskiego, napisanego wspélnie
z promotorem rozprawy doktorskiej, dr. hab. Andrzejem Grzesikiem, dotyczace wysyconych
czgéciowych kolorowani wlasciwych krawedzi graféw pelnych K, przy uzyciu x/(K,) kolo-
réw. Przez wysycenie rozumiemy tu brak mozliwoéci dokolorowania jakiejkolwiek krawedzi,
bez naruszenia wymogu poprawnosci kolorowania, tj. bez pojawienia sig¢ dwéch identycznie
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pokolorowanych krawedzi incydentnych z tym samym wierzcholtkiem — zauwazmy, iz takie
krawedzie tworzylyby monochromatyczng $ciezke dtugosci 2. Zaprezentowane w tym roz-
dziale rozwazania skupiajg sie nad mozliwg liczbg m krawedzi takiego wysyconego grafu.
Obejmujg one nie tylko typowa dla probleméw teorii graféw ekstremalnych kwestig gra-
nicznych wartoSci badanego parametru, lecz znacznie ogdlniejsze zagadnienie wyznaczenia
calego spektrum osiggalnych wartoéci parametru m, jako funkeji rzedu, n. Problem ten zo-
stal rozwigzany w calosci we wspomnianej wspélautorskiej pracy mgra Babinskiego. Scis’lej
rzecz ujmujac, w rozprawie zaprezentowane zostaly wyniki uzupehiajace i dopelniajace
wczeéniejsze rezultaty z artykulu, w ktérym problem 6w zostal sformulowany w nawigza-
niu do klasycznej problematyki uzupeiniania kwadratéw lacifiskich. Nalezy zaznaczyé, iz
przedstawione w rozprawie rezultaty dotycza w wielu przypadkach kluczowych, w moim
przekonaniu, dla finalizacji badan nad tym zagadnieniem wartoéci parametru m, przynaj-
mniej z punktu widzenia ograniczenia dolnego na jego dopuszczalng wartosé. Zastosowana
metodologia dowodowa, w bardzo ogblnym ujeciu, bazuje na podstawowych wlasnosciach
graféw oraz analizie strukturalnych implikacji posiadania przez nie wysyconych kolorowai.
Argumenty wymagaty miejscami dosyé drobiazgowej analizy i kilku nietrywialnych obser-
wacji.

Rozdzial 3 dotyczy wielokolorowej wersji problemu Turdna dla $ciezki dtugosci 3, be-
dacej grafem dwudzielnym. W przeciwienstwie do zagadnienia z poprzedniego rozdziatu,
tym razem struktura, ktorej staramy si¢ unikngé jest teczowo pokolorowana kopia takiego
grafu, czyli éciezka, ktérej wszystkie trzy krawedzie majg przypisane parami rézne kolory.
Dla zadanego rzedu m oraz liczby naturalnej k > 3, rozwazania przedstawione w tym
rozdziale dotyczg funkcji przypisujacej krawedziom grafu pelnego K, zbiory koloréw be-
dace podzbiorami ustalonego k-elementowego zbioru C' w taki sposéb, by kazdy kolor byt
przypisany do jak najwigkszej liczby krawedzi (tj. maksymalizujacej parametr m, réwny
minimum po wszystkich kolorach ¢ € C z liczby krawedziowych podzbioréw zawierajacych
¢), przy warunku, ze nie istnieje zadna $ciezka dlugoéci 3 w K, o teczowym kolorowaniu
z przypisanych jej krawedziom list. Alternatywnie, mozemy zwigzaé kazdy kolor ¢ € C z
grafem indukowanym przez krawedzie zawierajace ¢ w przypisanych im zbiorach i staraé
sie zmaksymalizowaé najmniejszy z rzedéw powstatych k graféw (na tym samym zbiorze
n wierzchotkéw). Ten parametr, jak i zagadnienia pokrewne, byly badane w kilku innych
ciekawych pracach. Rozdzial 3 rozprawy zawiera asymptotycznie optymalne rozwigzanie
przedstawionego problemu, dotyczacego teczowych Sciezek dlugosci 3, dla dowolnej liczby
koloréw k > 3, co w ogblnoéci bylo problemem otwartym. Wynik ten zostal opublikowany w
pracy wspoélnej z promotorem. Jego dowéd wykorzystuje wspomniany colored graph remo-
val lemma, ktéry, dzigki pomystowej obserwacji, umozliwia zamiane rozwazanego problemu
na zagadnienie istnienia (a wlasciwie nie-istnienia) pewnych krawedziowo pokolorowanych
graféw z wagami na wierzchotkach o stosunkowo prostej strukturze, w ktérych odpowied-
nio zdefiniowane gestoéci wszystkich koloréw przekraczajg uprzednio wyznaczone wartosci.
Uzyskanie wymaganej do domknigcia dowodu sprzecznoéci opiera sig¢ nastgpnie na analizie
szeregu zaleznosci pomigdzy wspomnianymi wagami oraz gestoSciami i wymaga udowod-
nienia szeregu nietrywialnych obserwacji. Dowdd podzielony jest na 3 przypadki zwigzane
z nieco odmiennym zachowaniem kluczowego parametru w badanym zmodyfikowanym za-
gadnieniu, co ma tez bezpoéredni zwigzek z odmienng strukturg wazonych graféw ekstre-
malnych dla poszczegblnych przedzialéw wartosci wskaznika k, tj. liczby koloréw.

Rozdzial 4 dotyczy zagadnienia zblizonego do tego z rozdzialu 3, lecz w przypadku
graféw skierowanych. Zamiast éciezki dtugodci 3, zabroniona struktura jest tym razem
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3-krawedziowy cykl, czyli tréjkat. Analogicznie jak uprzednio, gléwne wyniki tej czeSci
rozprawy dotycza wielokolorowej wersji problemu Turdna dla dwoch mozliwych orientacji
zabronionego trojkata. W obu wariantach, w sytuacji, gdy rozwazymy ogélny przypadek
k > 4 koloréw, rozwiazania probleméw okazaly sig stosunkowo nieskomplikowane (co nie
oznacza, iz trywialne). Ich niewatpliwym atutem jest fakt, iz wyznaczone zostaly ogranicze-
nia dokladne (nie jedynie asymptotyczne), i to we wzmocnionej wersji tezy, gdzie badamy
ograniczenie na sume¢ krawedzi we wszystkich kolorach, ktére gwarantuje pojawienie sie
teczowego trojkata, a uzyskana jego warto$é, w zestawieniu z odpowiednig konstrukcja,
implikuje optymalne ograniczenie na minimalng liczbe krawedzi w kazdym z koloréw, gwa-
rantujgcs pojawienie sig zabronione] struktury. Trudniejszy okazal sie tym razem przypadek
doktadnie 3 koloréw, tj. k = 3. Najbardziej rozbudowany argument, inspirowany podejsciem
z pracy Aharoniego i innych, potrzebny byt dla wariantu zwigzanego z tréjkatem (jednokie-
runkowo) skierowanym. Analogicznie jak w poprzednim rozdziale, dow6d przeprowadzony
jest “nie wprost”, gdzie hipotetyczny minimalny kontrprzyktad poddany jest ztozonej i stop-
niowo poglebianej analizie strukturalnej z uwzglednieniem rozkladu koloréw i skierowania
krawedzi. Ta drobiazgowa analiza, w pewnym stopniu wspomagana tez komputerowo, pro-
wadzi ostatecznie do sprzecznosci, co dowodzi prawdziwosci pewnej zmodyfikowanej, nieco
wzmocnionej wersji badanego warunku. Wspomnieé nalezy, iz otrzymany rezultat jest tym
razem jedynie asymptotycznie optymalny, czego dowodzi odpowiednia konstrukcja pewnej
rodziny graféw. Podobny wynik uzyskany jest w przypadku tzw. tréjkata tranzytywnego.
Rezultat ten otrzymany jest poprzez stosunkowo tatwg, lecz pomystows, redukcje do twier-
dzenia Aharoniego i innych. Rozdzial wieficzg rozwazania dotyczace graféw zorientowanych.
W tym przypadku rozwigzania probleméw analogicznych do powyzszych okazaly sig znacz-
nie prostsze. Stanowig one jednak naturalne dopelnieni wezeéniejszych rozwazan. Wszystkie
rezultaty z tego rozdzialu sa efektem wspélpracy z dwoma wspétautorami.

Podsumowujac, cheiatbym zaznaczyd, iz z prayjemnodcia zapoznalemn sig z trescig przed-
Yozonej rozprawy. Jest ona czytelna i bardzo dobrze zredagowana. Pewien wplyw ma na
to zapewne fakt, iz zostala napisana w jezyku angielskim, podczas gdy jej trzon stano-
wig, wyniki z trzech wspdtautorskich prac, opublikowanych w renomowanych czasopismach.
Zawiera ona bardzo nieliczne, drobne usterki, na tyle nieistotne, iz nie uszczegbéltawiam
uwag dotyczacych tychze ponizej. Rozprawa zaopatrzona jest w wyczerpujace i zbalanso-
wane wprowadzenie, dobrze osadzajace podjeta tematyke badawcza w szerszym kontekscie.
Zgodnie z moja wiedza, wyniki zaprezentowane w rozprawie mgra Babinskiego stanowig
rozwigzanie szeregu otwartych probleméw naukowych i wnioslty oryginalny wklad w rozwéj
teorii graféw ekstremalnych w kontekscie kolorowan krawedziowych. Zaprezentowane do-
wody sg eleganckie, ciekawe i czytelne. Mimo pozornej jednolitogci tematycznej, w rozprawie
zastosowany jest dosy¢ szeroki wachlarz zréznicowanych technik dowodowych, adekwatnie
i w spos6b zindywidualizowany zaprojektowanych i dopasowanych do kazdego problemu
z osobna. Jej mocng strong jest takze optymalnosé (co najmniej asymptotyczna) uzyska-
nych rozwigzan podjegtych probleméw. Mimo, iz zaprezentowana rozprawa nie wydaje si¢ na
pierwszy rzut oka bardzo obszerna, jest calkiem treSciwa i zawiera rozwigzania szeregu in-
teresujagcych i dobrze umotywowanych probleméw, tworzac zgrabng i spéjng calosé. Jedyna
kwestia, ktéra moglaby zosta¢ w niej doprecyzowana dotyczy wkiadu autora w uzyskanie
poszczegblnych wynikéw.

W moim przekonaniu przedstawiona rozprawa spelnia ustawowe i zwyczajowe wyma-
gania stawiane rozprawom doktorskim, a magistra Sebastiana Babiniskiego nalezy dopuscié
do dalszych etapéw postepowania w sprawie nadania stopnia doktora w dziedzinie nauk
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Scistych i przyrodniczych, w dyscyplinie matematyka.
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