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Rozprawa doktorska mgr. Sebastiana Babinskiego zawiera wyniki badan
nad trzema problemami z zakresu teorii graféw ekstremalnych, ktére daja
sie sfomutowa¢ jako problemy dotyczace pewnych specyficznych kolorowan
krawedzi grafu. Dwa z tych probleméw sg ze sobg éciSle powigzane i stanowig
pewne rozszerzenia stynnego problemu Turdna. Natomiast trzeci problem
mieéci sie w nieco odrebnej tematyce i dotyczy maksymalnych czeSciowych
wlasciwych kolorowan grafu petnego.

Tematyka tej rozprawy wpisuje sie w glowny nurt wspodlczesnej teorii
graféw ekstremalnych. Swiadcza o tym miedzy innymi nazwiska wybitnych
matematykow badajacych problemy podjete w tej pracy doktorskiej. Wy-
niki zawarte w rozprawie sa naturalng kontynuacja niektérych z tych badan.
Warto tez zauwazyé, ze rezultaty wchodzace w sktad rozprawy zostaly juz
opublikowane w bardzo dobrych czasopismach naukowych z zakresu kombi-
natoryki: Journal of Graph Theory, SIAM Journal on Discrete Mathematics
i European Journal of Combinatorics.

Praca doktorska mgr. Babinskiego sklada si¢ ze wstepu i czterech roz-
dziatow. W krétko, ale zgrabnie napisanym wstepie Autor przedstawia
ogolne tlo probleméw rozwazanych w swojej pracy doktorskiej. Przywo-
tuje starsze i nowsze wyniki innych autoréw mniej lub bardziej zwigzane z
tematyka rozprawy i umiejscawia w tym kontekscie wyniki swoich badan.
W koncowej czesci wstepu omawia krotko zawartosé pozostatych rozdzialéw
pracy doktorskiej.

W rozdziale 1 Autor podaje definicje poje¢ uzywanych w rozprawie, a
takze dwa lematy udowodnione wczedniej przez innych autoréw, ktére sa
uzywane w dalszej czedci pracy. Rozdzial ten jest napisany bardzo starannie,
co utatwia czytanie dalszej czesci pracy.

Rozdzial 2 poswiecony jest problemowi maksymalnych czesciowych wia-
sciwych kolorowan grafu petlnego. Chodzi o to, aby dla ustalonego natu-
ralnego n, rozstrzygnaé dla jakich liczb naturalnych m istnieje maksymalne
(tj. nie dajace si¢ rozszerzyc) wlasciwe kolorowanie krawedzi grafu pelnego
o n wierzchotkach, w ktérym pokolorowanych jest dokladnie m krawedzi.
Problem ten byt wczesniej przedmiotem badan Meszki i Tyniec-Motyki. Au-
torzy ci znalezli pewne zakresy wartosci m, dla ktérych takie maksymalne
kolorowania istniejg, oraz zakresy, dla ktérych nie istnieja. Jednak dla pew-
nego dosé waskiego przedziatu wartosci m nie udato im sie rozstrzygnac, czy
takie kolorowania sa mozliwe. Te nierozstrzygniete przypadki sa jednak naj-



trudniejsze. Te luke w wynikach Meszki i Tyniec-Motyki wypelniaja wlasnie
wyniki zawarte w rozdziale 2 omawianej rozprawy. Autor wykazal, ze dla
wszystkich m, dla ktérych omawiany problem nie byl dotad rozstrzygniety,
maksymalne wlasciwe kolorowania krawedzi grafu, w ktérym dokltadnie m
krawedzi jest pokolorowanych, nie istnieja. Dowdd nie wprost polega na
doglebnej analizie struktury grafu indukowanego przez pokolorowane kra-
wedzie, gdyby takie kolorowanie istnialo. Jest to do$¢ zmudny dowdd, w
ktérym analizuje sie sporg liczbe przypadkéw, przeprowadzony elementar-
nymi metodami kombinatorycznymi. Wynik zawarty w tym rozdziale nie
tylko domyka rozwigzanie omawianego problem, ale takze zawiera wyniki
Meszki i Tyniec-Motyki w przypadku, gdy maksymalne czesciowe wlasciwe
kolorowania nie istnieja.

Wyniki zawarte w rozdziale 3 dotycza jednej z wersji tzw. teczowego pro-
blemu Turdna dla §ciezki o trzech krawedziach. Rozwazane sg tu grafy, w
ktoérych kazda krawedz jest pokolorowana co najmniej jednym z k& koloréw.
Moéwiac nieco mniej formalnie, w problemie analizowanym w rozdziale 3 py-
tamy jaka jest najmniejsza liczba krawedzi kazdego koloru w grafie, ktora
gwarantuje istnienie teczowej Sciezki o trzech krawedziach, czyli Sciezki, w
ktorej kazda krawedz ma inny kolor. Taki problem byl wczeéniej badany dla
innych grafoéw niz éciezka o trzech krawedziach, na przyktad zostal rozwia-
zany dla trojkata.

Gtéwny wynik rozdzialu 3 to dolne ograniczenie na liczbe krawedzi w
kazdym kolorze, ktoéra gwarantuje istnienie teczowej §ciezki o trzech krawe-
dziach. W dowodzie tego rezultatu wykorzystana jest wersja Lematu o usu-
waniu grafow (ang. Graph removal lemma), ktora zostata bardzo niedawno
pokazana przez Im, Kim, Lee i Seo w pracy o bardzo podobnej tematyce.
Zastosowanie tego lematu znacznie upraszcza asymptotyczne rozumowania i
pozwala utozsami¢ wierzcholki, ktére maja te same zbiory koloréw incydent-
nych z nimi krawedzi. W rezultacie oryginalny problem zostaje sprowadzony
do problemu na grafie z wagami zdefiniowanymi na wierzchotkach, ktérych
liczba jest zalezna tylko od liczby uzytych koloréw. Dalsza czes¢ dowodu
polega na pokazywaniu wlasnosci domniemanego ekstremalnego kontrprzy-
ktadu i prowadzi w koricu do wniosku, ze taki kontrprzyklad nie istnieje.
Ta czesé dowodu wymagala cierpliwej analizy struktury rozwazanego grafu
i jest technicznie skomplikowana, szczegélnie dla malych &, tj. 3 < k < 8.
W rozdziale 3 podane sa konstrukcje graféw ekstremalnych pokazujace, ze
otrzymane ograniczenie dolne na liczbe krawedzi kazdego koloru gwaran-
tujgce istnienie teczowej Sciezki o trzech krawedziach jest asymptotycznie
Sciste.



W rozdziale 4 rozwaza si¢ podobny problem jak w rozdziale 3, ale dla
grafow skierowanych. Autor znajduje mianowicie najmniejszg liczbe krawe-
dzi kazdego koloru w kolorowaniach analogicznych do tych rozwazanych w
rozdziale 3, ktéra gwarantuje istnienie teczowego skierowanego tréjkata, a
takze najmniejsza liczbe krawedzi niezbedng do zagwarantowania istnienia
teczowego tranzytywnego trojkata. W przypadku graféw nieskierowanych
problem ten zostal rvozwiazany dla tréjkata przez Keevasha, Mumbayi’a,
Sudakova 1 Verstraéte w 2004 roku dla kolorowan z co najmniej czterema
kolorami oraz przez Aharoniego, DeVosa, Gonz’aleza, Montrejlano i Samala
w 2020 roku dla kolorowan trzema kolorami. Ten drugi wynik, jak i me-
toda uzyta do jego udowodnienia sa wykorzystane do pokazania rezultatéow
zawartych w omawianym rozdziale.

Podobnie jak dla trojkatéw nieskierowanych, réwniez w przypadku troj-
katow skierowanych najtrudniejszy jest przypadek kolorowan trzema kolo-
rami. Ponadto, rozwigzania dla tréjkatéow tranzytywnych i skierowanych
sg inne. W tym pierwszym przypadku rozwigzanie jest, w pewnym sensie,
takie samo jak w przypadku nieskierowanym i jest do§¢ prostym, cho¢ nietry-
wialnym, wnioskiem ze wspomnianego wyzej rezultatu Aharoniego i in. dla
trojkata nieskierowanego. Duzo trudniejszy jest przypadek tréjkata skiero-
wanego. Nie tvlko rozwiazanie i struktura ekstremalnego grafu skierowanego
jest tu inna niz dla trojkata nieskierowanego, ale i dowdd jest bardzo ztozony.
Dowdéd ten jest najbardziej technicznie skomplikowanym dowodem w calej
pracy doktorskiej. Generalna strategia dowodu pochodzi z pracy Aharoniego
iin. i polega na dowodzeniu pewnej duzej liczby nieréwnosci, ktoére musza
spelnia¢ parametry domniemanego kontrprzyktadu i pokazaniu na koniec,
ze ukltad tych nier6wnoéci nie ma rozwigzania. Stopien skomplikowania tego
dowodu jest jednak wiekszy niz dowodu Aharoniego i in. dla tréjkata nieskie-
rowanego, poniewaz trzeba rozwazy¢ duzo wiecej praypadkéw. Czes¢ z nich
jak 1 samo nie istnienie rozwigzania ukladu nieré6wnoéci na konicu dowodu,
zostaly zweryfikowane przy uzyciu komputera.

Wyniki dotyczace wigkszej niz 3 liczby kolorow sa duzo latwiejsze do udo-
wodnienia, poniewaz struktura ekstremalnego grafu jest w tym przypadku
duzo prostsza i taka sama jak w przypadku nieskierowanym. Niemniej jed-
nak, szczegélnie w przypadku tréjkata skierowanego, dowéd wymagal nie-
banalnych pomystow. Liste wynikéw w rozdziale 4 rozprawy dopelnia raczej
nietrudny wynik dla graféw zorientowanych, tzn. graféw skierowanych bez
cykli 2-krawedziowych. Autor pokazuje mianowicie jaka najmniejsza liczba
krawedzi kazdego koloru w takim grafie gwarantuje istnienie teczowego trdj-
kata tranzytywnego (dla trojkatow skierowanych ten problem jest trywialny).



Przechodzac do oceny calosci rozprawy, uwazam, ze jest to bardzo so-
lidna praca doktorska. Zawiera kilka nielatwych do pokazania rezultatéow z
zakresu teorii graféw ekstremalnych. Podjete problemy sa dobrze umotywo-
wane wczesniejszymi badaniami i stanowia istotny wklad w teorie rozwijang
przez czolowych badaczy pracujacych w tej dziedzinie. Wyniki rozprawy
mgr. Babinskiego daja odpowiedzi na naturalne pytania pojawiajace sie w
ramach tej teorii. Autor pracy nie stosuje moze jakich§ wlasnych nowa-
torskich metod, ale skutecznie wykorzystuje istniejace nowoczesne metody.
Myéle tu przede wszystkim o wyniku i metodzie z pracy Aharoniego i in.,
a takze o bardzo ladnym zastosowaniu wariantu Lematu o usuwaniu gra-
fow. Kilka z dowodow jest naprawde bardzo technicznie skomplikowanych i
przeprowadzenie ich wymagato wielu nietrywialnych pomystow.

Dowody twierdzen sa napisane bardzo starannie, szczeg6lnie we fragmen-
tach bardziej technicznych, gdzie kroki rozumowan sa doktadnie wyjasniane.
W niektorych momentach doéé istotnych dla calego rozumowania przyda-
lyby sie jednak nieco bardziej szczegotowe komentarze. Na przyktad w miej-
scu, gdzie w rozdziale 3 definiuje sie graf zgrupowany, jego struktura - w
szczegoblnodci brak wierzchotkéw pewnych typéw — moglaby zosta¢ doktad-
niej wyjasniona. Mam wrazenie, ze wiekszo$¢ rozprawy zostala przeklejona
z opublikowanych prac, ktére zawieraja wyniki rozprawy. Swiadczy o tym
na przyklad poczatek rozdzialu 4, gdzie nagle pojawia sie bez wyjasnienia
oznaczenie ¢ na liczbe kolorow (takie jak w publikacji, ktéra zawiera wy-
niki z tego rozdziatu), podczas gdy w calej pozostalej czesci pracy te liczbe
oznacza sie przez k. Konsekwencja takiego podejécia do redakcji pracy jest
to, ze zawiera ona pewne skroty myslowe, ktore sy uzasadnione w publika-
cjach w czasopismach, natomiast nie ma potrzeby robienia takich skrotow w
pracy doktorskiej. Jako przyktad takiego skrétu niech postuzy ostatni aka-
pit rozdziatu 3.2, gdzie Autor mogltby dokladniej wyjasni¢ dlaczego dowdd
Twierdzenia 3.3 dla czterech koloréw wynika z prawdziwosci tego twierdze-
nia dla trzech kolor6w. Ta drobna krytyczna uwaga nie wptywa jednak w
istotny spos6b na mojg wysoka ocene redakcyjnej strony pracy. W sumie
prace czyta sie dobrze, w czym na pewno pomaga podawanie w wielu miej-
scach intuicji kryjacych sie za prezentowanymi rozumowaniami, co znacznie
ulatwia ich Sledzenie. Znalazlem w pracy bardzo niewielky liczbe drobnych
bledow.

Podsumowujac, uwazam, ze praca doktorska mgr. Sebastiana Babin-
skiego zdecydowanie spelnia wymagania ustawowe i zwyczajowe stawiane
rozprawom doktorskim. W szczegdlnoéci zawiera oryginalne rozwigzania pro-
bleméw naukowych. Dlatego z pelnym przekonaniem popieram wniosek



o nadanie mgr. Sebastianowi Babinskiemu stopnia naukowego doktora nauk
matematycznych.
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