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Recenzja zostala sporzadzona w zwiazku z powotaniem mnie przez Rade Dyscypliny Naukowe;j
Matematyka Uniwersytetu Jagiellonskiego w dniu 26.09.2024 roku do pelnienia funkcji recenzenta
w postgpowaniu o nadanie stopnia naukowego doktora nauk $cistych i przyrodniczych w dyscypli-
nie MATEMATYKA pani mgr Agnieszce Kozdebie. Celem recenzji jest ocena spetnienia przez
rozprawe doktorska mgr Agnieszki Kozdeby warunkow okreslonych w art. 187. pkt 2. Ustawy z dn.
20 lipca 2018 Prawo o szkolnictwie wyzszym i nauce, jak rowniez w art. 13 ust. 1 Ustawy z dnia 14
marca 2003 r. o stopniach naukowych i tytule naukowym oraz o stopniach i tytule w zakresie sztuki
(Dz. U. Nr 65, poz. 595, z p6Zniejszymi zmianami).

Rozprawa doktorska ,,Zastosowanie kawatkami deterministycznych proceséw Markowa w mo-
delach stochastycznej ekspresji genéw” dotyczy matematycznego modelowania ekspresji genow
przy uzyciu — jak wskazuje temat — kawatkami deterministycznych proceséw Markowa. Czes$é
wynikow prezentowanych w rozprawie zostata opublikowana w artykule:

* A.Kozdgba and A. Tomski, Application of the Goodwin model to autoregulatory feedback

for stochastic gene expression, Mathematical Biosciences 327 (2020): 108413;
natomiast kod uzyty do symulacji jest dostepny online:

* A. Kozdegba and A. Tomski, Goodwin model simulations,

https://github.com/alnilam6/neg_feedback, 2019.

1. Tematyka rozprawy doktorskiej

Tematyka rozprawy doktorskiej zostata wyraznie uwidoczniona w tytule tej rozprawy. Autorka
polgczyla idee deterministycznego modelowania ekspresji genéw (model Goodwina) z modelowa-
niem stochastycznym. W rezultacie ekspresja gendéw jest opisana za pomocg PDMC, czyli kawatka-



mi deterministycznych proceséw Markowa. Oba podejscia sg dobrze znane, natomiast potgczenie
obu typow modelowania (w kontekscie nieliniowej dynamiki deterministycznej) jest podejsciem
wzglednie nowym — praca doktorantki (z A. Tomskim) ukazata si¢ w 2020 roku. Sam proces eks-
presji gendw jest jednym z podstawowych proceséw zachodzacych we wszystkich organizmach,
stad nie da si¢ przeceni¢ badan prowadzonych w tym kierunku, Nowe podejscie pozwolito na wska-
zanie mozliwosci catkowitej inhibicji tego procesu w przypadku dodatniego sprz¢zenia zwrotnego,
podczas gdy poprzednie prace wskazywaly na istnienie rozkladu niezmienniczego.

2. Teza i cele badawcze

Niestety, cho¢ rozprawa doktorska dotyczy konkretnych zastosowan matematyki i w takim przy-
padku istotne wydaje si¢ postawienie konkretnej hipotezy badawczej na poczatku pracy oraz konse-
kwentne dazenie do jej zweryfikowania w poszczegdlnych rozdziatach, to Autorka takiej hipotezy
nie postawita. Zasadnicze cele pracy sa realizowane w dwoch gtéwnych rozdziatach, gdzie zostaly
zbadane dwie wersje modelu PDMP z réznego typu sprzezeniem zwrotnym. Mozna zatem
stwierdzi¢, ze celem pracy bylo wykazanie, ze polaczenie modelu Goodwina ze stochastyczng
ekspresja gendw moze prowadzi¢ do réznego typu asymptotyki w powstatym PDMP, w zaleznosci
od sprzgzenia zwrotnego, tzn. w zaleznosci od tego, czy jest to sprzezenie dodatnie, czy ujemne.

W mojej ocenie, choé¢ cele badawcze nie zostaly wyraZznie zaakcentowane w pracy, to sg one
wazne, rozwazana tematyka jest interesujgca i aktualna, podobnie jak zastosowana metodologia,
tym samym wiec spelniajg wymagania stawiane przed pracami doktorskimi.

3. Organizacja i strona redakcyjna rozprawy )

Recenzowana rozprawa doktorska liczy tacznie 64 strony, wraz ze spisem tresci, rysunkoéw oraz
streszczeniem i zostala podzielona na 4 rozdzialy, oprocz wstepu i zakonczenia. W pracy zawarto
bibliografie, ktora liczy 75 pozycji. Wérdd pozycji przedstawionych w tym rozdziale 2 stanowia pu-
blikacje Autorki (artykut i kod do symulacji).

,» Wstep” zawiera nakreslenie tematyki, zarowno w kontek$cie PDMP, jak i ekspresji genow, jak
réwniez prezentuje zawarto$¢ poszczegolnych rozdziatdw.

Rozdziat 1, ,,Kawalkami deterministyczne procesy Markowa”, sktada si¢ z czterech podrozdzia-
t6w. Pierwszy stanowi wprowadzenie w §wiat procesow Markowa, a drugi — w §wiat procesow ka-
watkami deterministycznych. W nastepnym pojawiaja si¢ pojecia i szereg twierdzen dotyczacych
poigrup stochastycznych, a na koniec poznajemy podstawy zastosowania PDMP do opisu stocha-
stycznej ekspresji genow. Omdwione zostaty dwa modele samoregulujgcej ekspresji gendw z zasto-
sowaniem PDMP, gdzie uktad dynamiczny w czgsci deterministycznej jest liniowy.

W rozdziale 2, ,,Model stochastycznej ekspresji genow z ujemnym sprzezeniem zwrotnym”,
mamy ponownie cztery podrozdziaty. W pierwszym z nich opisany zostat proces biologiczny wraz
ze schematem obrazujgcym petle sprzgzenia zwrotnego oraz wykresem malejacej funkcji Hilla, ktd-
ra za to sprzezenie odpowiada. Kolejny podrozdziat zawiera opis modelu, analize dwoch podmodeli
deterministycznych, nast¢pnie powigzanie tej analizy w cato$é¢ jako PDMP i zbadanie asymptotyki
modelu PDMP, tzn. udowodnienie istnienia gestosci niezmienniczej z wykorzystaniem twierdzen
zaprezentowanych w poprzednim rozdziale. Tutaj Autorka wykazala sie¢ pomystowoscig w skon-
struowaniu odpowiednich zbioro6w niezmienniczych. Podrozdziat trzeci dotyczy badania tzw. grani-
cy adiabatycznej i1 zbadania mozliwosci istnienia cyklu granicznego. Okazato si¢, ze w tym przy-
padku zachowania cykliczne nie sg mozliwe. W ostatnim podrozdziale widzimy ilustracje nume-
ryczne omawianego modelu z ujemnym sprzezeniem zwrotnym.

Rozdzial 3, ,,Model stochastycznej ekspresji genéw z dodatnum sprzezeniem zwrotnym”, zawie-
ra trzy podrozdzialy. W pierwszym z nich ponownie mamy opis biologiczny z wykresem rosngcej
funkcji Hilla. W kolejnym podrozdziale, analogicznie jak poprzednio, wprowadzony zostal model
i omowiona jego asymptotyka, ktora rézni si¢ zasadniczo od tej dla sprzgzenia ujemnego. Badany
PDMP jest tym razem wymiatajacy. W trzecim podrozdziale Autorka przedstawita symulacje nume-



ryczne dla modelu z dodatnim sprzgzeniem oraz poréwnanie modeli z omawianymi dwoma typami
sprzgzen.

Rozdziat 4, ,,Sieci regulatorowe”, zawierajacy dwa podrozdzialy — jeden na temat interakcji po-
migdzy dwoma genami z pominigciem transkrypcji, a drugi z jej uwzglednieniem, stanowi przyczy-
nek do zastosowania PDMP do opisu sytuacji bardziej skomplikowanej, gdzie bierzemy pod uwage
co najmniej dwa geny stanowigce sieé regulatorowa.

W ,,Zakonczeniu” autorka krotko podsumowata otrzymane wyniki oraz wskazata kolejng $ciezke
dalszego uogdlniania analizowanego podejscia, np. dla modeli na bazie tréjwymiarowych uktadéw
deterministycznych.

Rozprawa zostata w calosci przygotowana po polsku, ale zawiera takze ,,Abstract” w jezyku an-
gielskim. Od strony edytorskiej mam kilka uwag. Po pierwsze, mozna znalez¢ drobne bledy edytor-
skie, jak np. pozostawienie pojedynczej litery (o, w itp.) na koncu linii, zastosowanie kreski zamiast
my$lnika (myslnik w jezyku polskim tworzymy w kodach Tex-a za pomocg trzech kresek) czy zapis
postaci rysunek (3), gdy numery rysunkoéw nie sg objete nawiasami, wigc powinno by¢ rysunek 3,
itp. Znalaztam takze kilka btedéw interpunkcyjnych. Mam tez watpliwosci odnoénie uzytej nazwy
»,malejgca funkcja Hilla” w przypadku modelu z ujemnym sprzgzeniem zwrotnym (racze]
zapisatabym te funkcje jako 1 — H(x), gdzie H to funkcja Hilla), jak tez nazwy ,,semipotok” (raczej
potpotok) czy tez ,,macierz linearyzacji” (klasycznie méwimy o macierzy Jacobiego). W niektorych
fragmentach pracy brakuje takze dostatecznych odnosnikow do bibliografii, przez co trudno sie
zorientowac, z ktorych podrecznikdw pochodza poszczegdlne pojecia, twierdzenia, w jakich
artykutach cos si¢ pojawito najwcezesniej itp.

4. Osiagniecia naukowe
Glowne osiggniecia naukowe, na podstawie ktérych wnioskuje ponizej o dopuszczenie do obro-
ny, to:
* Zbudowanie modelu ekspresji gendéw w oparciu o PDMP, 1aczacego podejscie
deterministyczne (model Goodwina) z przetaczeniami stochastycznymi.
* Udowodnienie twierdzenia dotyczacego asymptotycznej stabilno$ci dla modelu z ujemnym
sprzezeniem zwrotnym.
» Udowodnienie twierdzenia dotyczacego wymiatania dla modelu z dodatnim twierdzeniem
Zwrotnym.
* Zaproponowanie kodu do numerycznego rozwigzywania modeli PDMP, w oparciu o ktéry
wyniki analityczne zostaly zilustrowane numerycznie.
*  Wskazanie mozliwosci wykorzystania PDMP do opisu sieci regulatorowych.

5. Uwagi krytyczne i dyskusyjne

Powyzej przedstawitam juz uwagi krytyczne dotyczace braku wyraznie sformutowanej hipotezy,
jak rowniez redakcyjnej strony rozprawy. Ponizej przestawiam bardziej szczegétowe uwagi doty-
czgce zawartosci pracy.

Uwagi szczegdtowe:

* Na koficu podrozdziatu 1.1 przedstawione zostato pojecie mocnego procesu Markowa, ktdre
dalej w pracy si¢ nie pojawia, wiec nie bardzo rozumiem, po co zostato przestawione.

* Nadole str. 11 pojawia si¢ tekst: ,,bedacy jednorodnym, kawatkami deterministycznym pro-
cesem Markowa.”, jednak nie zostato powiedziane, co to jest proces jednorodny, ani czy sa
niejednorodne PDMP.

* Nastr. 12 po definicji 1.7 czytamy: ,,Dla potgrup generowanych przez procesy stochastycz-
ne asymptotyczna stabilno$¢ bedzie oznaczaé, ze gestosci jednowymiarowych rozktadow
danego procesu zbiegaja do jedynej gestosci niezmienniczej”, ale stwierdzenie to nie zostato
doktadniej umotywowane. W szczego6lnosci — skad wiadomo, ze istnieje taka potgrupa, jak
réwniez z czego wynika, ze jest jedyna gestos$¢ niezmiennicza?



* Na str. 14 po wzorze (1.17) czytamy: ,,W szczegdlnosci zbiory X, sa niezmiennicze
wzgledem poétgrupy {P(f)}” — nie bardzo wiadomo, o jaka polgrupe chodzi. Wydaje sie, ze
ta polgrupa nie zostala wczesniej wprowadzona. Dalej mamy ,,w przypadku gdy polgrupa
{P(t)} powiazana jest z ukladem dynamicznym z losowymi przelaczeniami.” — w jaki
sposob powigzana?

* Nie rozumiem zapisu definiujgcego T w definicji 1.9.

* W dolnej czgsci str. 16 mamy: ,,Mozna wig¢c ograniczy¢ wartosci x(f) do przedziatu [0,1].”
Tutaj przydaloby sie w sposéb jawny wskazaé, ze [0,1] jest zbiorem niezmienniczym i udo-
wodnié ten fakt.

* Na str. 17 czytamy: ,,Wowczas funkcje ui(t,x) spelniajg nast¢pujacy uktad Fokkera-Planka”
— nie bardzo wiadomo, co to jest ten uklad Fokkera-Planka, ani dlaczego te funkcje go
spelniajg.

*  Przejscie str. 17/18: ,Dzigki temu zalozeniu mamy pewnos¢, ze trajektorie procesu
startujace z dowolnego punktu trafig do zbioru niezmienniczego” — dlaczego tak bedzie?
Czy qo, g1 wystepujace w tym zalozeniu) majg na zbidr niezmienniczy jakis wptyw?

* Na str. 21 pojawia si¢ wzdér malejgcej funkeji Hilla i zalozenie, ze parametr Hilla n > 0.
Bytabym ostrozna z wyborem wartosci »n z przedziatu (0,1), gdyz wtedy funkcja Hilla nie
ma w zerze nieskonczong pochodng i sg ktopoty z jednoznaczno$cig rozwigzan.

* Po wzorze (2.6) czytamy: ,, Jak tatwo zauwazy¢, jest on globalnie asymptotycznie stabilny”
— nalezato to wykazaé (tym bardziej, ze faktycznie tatwo to zrobié...)

* Na str. 23 (i pézniej dla kolejnych uktaddéw) obliczane sg warto$ci wiasne macierzy
Jacobiego w celu okredlenia stabilnosci stanu stacjonarnego. Jest to jednak catkiem zbedne,
gdyz w przypadku modelu dwuwymiarowego mamy wygodniejsze narzedzia — s nim
wyznacznik det(J) i $lad macierzy tr(J) Jacobiego. Poniewaz sa to jednoczes$nie
wspdtczynniki wielomianu charakterystycznego (w przypadku $ladu z dokiadnodcia do
znaku), to tatwo poda¢ warunku asymptotycznej stabilnosci — mianowicie det(J) > 0 jest
warunkiem koniecznym, a w polaczeniu z tr(J) < 0 daje warunek wystarczajacy.

* Poczynajac od rysunku 6, Autorka przedstawia szereg przykladowych portretéw fazowych.
Nie zostalo jednak wyjasnione, jak te portrety zostaly przygotowane.

* Na str. 26 pod rysunkiem 6 czytamy: ,trajektorie... beda wchodzi¢ do zbioru...” — nalezato
to udowodnié.

* Na dole str. 26 mamy stwierdzenie, Ze ,,Poniewaz forma h jest ujemnie okreslona”, to mozna
przyja¢ maksimum na danym zbiorze réwne -ci. Zdecydowanie jest tu potrzebny
komentarz, dlaczego tak mozna, bo w ogdélnym przypadku ujemnie okreélona forma
kwadratowa nie jest oddzielona od zera.

* Na gdrze str. 28 czytamy: ,,Skoro intensywnosci przejscia bedg dazy¢ do nieskonczonosci” —
nie jest dla mnie jasne, dlaczego tak ma by¢.

¢ Nad wzorem (2.17) mamy ,,proces (x,i), gdzie & ma warto$ci...” — rozumiem, ze powinno
by¢ nie & tylko x..

» Skad wynika ostatnia réwnos¢ we wzorze (2.18). Dodatkowo — wczesniej mieliSmy goi, quo,
a przy wprowadzaniu tego wzoru pojawily sie qo i ;. Czy to te same warto$ci?

 Na gorze str. 39 mamy implikacje dotyczacq zbiordw niezmienniczych i pétgrupy
wymiatajacej. Czemu z istnienia tych zbiorow niezmienniczych wynika wymiatanie?

* Na gorze str. 40 mamy ,,dla dostatecznie matych y spelniony jest warunek” — mozna atwo
okresli¢, dla jakich y ten warunek bedzie speiniony.

6. Konkluzja

W mojej ocenie rozprawa doktorska mgr Agnieszki Kozdeby, mimo pewnych brakéw, zawiera
wartos$ciowe wyniki, a ponadto wykazuje potencjat rozwojowy, gdyz stosujac analogiczne metody
mozna bada¢ znacznie bardziej skomplikowane procesy, w szczeg6lno$ci sieci regulatorowe, co
sama Autorka pokreslita w ostatnim rozdziale rozprawy.



Autorka opublikowata czgs¢ wynikow w renomowanym czasopi$mie, wiec spetnita warunek
konieczny w tym kontekscie.

W zwigzku z powyzszym stwierdzam, ze rozprawa ta spetnia warunki okreslone w art. 13 ust. 1
Ustawy z dnia 14 marca 2003 r. o stopniach naukowych i tytule naukowym oraz o stopniach i tytule
w zakresie sztuki (Dz. U. Nr 65, poz. 595, z pdzniejszymi zmianami) i moze byé przedmiotem
publicznej obrony w dziedzinie nauk $cistych i przyrodniczych w dyscyplinie matematyka.

Urszula Forys



