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AGNIESZKI KOZDEBY

7/ ASTOWANIE KAWALAMAI DETERMINISTYCZNYCH
PROCESOW MARKOWA W MODELACH
STOCHASTYCZNEJ EKSPRESJII GENOW”

Rozprawa doktorska Pani Agnieszki Kozdeby zostala napsiana pod opie-
kg prof. dra hab. Ryszarda Rudnickiego i dotyczy proceséow kawatkami de-
terministycznych (PDMP) i ich zastosowaniom w modelach stochastyczne;
ekspresji genéw. Najwazniejsze wyniki z tej rozprawy zostaly opublikowane
W pracy
A. Kozdeba and A. Tomski. Application of the Goodwin model to autore-
gulatory feedback for stochastic gene expression. Mathematical Biosciences,
327:108413, 2020,
czyli w dobrym czasopi$mie zajmujacym sie zastowaniami matematycznymi
w biologii.

Opis i ocena rozprawy.

Rozprawa liezaca 63 strony jest napisana z duza dbatoscia o czytelnika.
Przedstawia ona cele, rezultaty i dowody w sposéb bardzo zrozumialy i bar-
dzo dobrze zorganizowany. Bardzo wysoks ocene strony edycyjnej podnosza
rysunki i obliczenia numeryczne. Widaé¢ bardzo duzy wysilek doktorantki,
ktoéry musi byé doceniony.

Tematyka rozprawy matematycznie opiera sie na pewnym nieliniowym
ukladzie réwnan rézniczkowych, w ktérym pojawia sie nieliniowa funkcja re-
gulujgca opisujaca poziom czasteczek biatka a losowosé¢ pojawia sie w opisie
stanu genu przy przejsciu ze stanu nieaktywnego na aktywny i na odwrét z
intensywnosciami zaleznymi od stanu systemu. Uklad réwnan opisuje stan
procesu kawaltkami deterministycznego a zatem i jego pétgrupe przejscia. Dla
malejgcej regulujacej funkeji Hilla udowodniono, ze powyzsza potgrupa Mar-
kowa bedzie asymptotycznie stabilna, to znaczy gestosci prawdopodobieristw
przejécia zbiegaja do gestosci niezmienniczej jak czas zbiega do nieskonczo-
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noéci. W przypadku z kolei rosngcej regulujacej funkcji Hilla pokazano, ze
polgrupa Markowa generowana przez proces stochastyczny dla tego mode-
lu bedzie wymiatajaca z rodziny wszystkich zwartych podzbioréw. Opisano
takze tzw. sie¢ regulatorowa, w ktérej dochodzi do interakcji migdzy dwoma
genami. Tuta] jednak mamy wylacznie analiz¢ numeryczna.

W moim odczuciu otrzymane rezultaty sg interesujace i wazne dla zastoso-
wan biologicznych. Zawarto$¢ matematyczna, choé¢ uzywa znanych technik w
kontekséie proceséw kawatkami deterministycznych, jest zaawansowana oraz
wymagata duzej znajomosci teoril réwnan rézniczkowych oraz teorii proce-
séw stochastycznych zwlaszcza widzianej z perspektywy pétgrup przejscia.
Nie znalaztem zadnego bledu merytorycznego. Przedstawiona rozprawa dok-
torska, moze byé dawana jako przyklad solidnego doktoratu z zastosowan
matematyki. Autorka tej rozprawy nie idzie na skréty poprzez wklejanie
duzej iloci rysunkéw z czedcia teoretyczng pozbawionej glebszej matema-
tycznej refleksji. Wrecz przeciwnie, umiejetnie laczy zaawansowane techniki
matematyczne z dobrze przeprowadzona analizg numeryczng. Oczywiscie nie
twierdze, ze mamy tutaj do czynienia z bardzo zlozonymi i dlugimi argu-
mentami matematycznymi, ale i tak czytalo mi si¢ tg rozprawe z ogromng
przyjemnoscia.

Podajac wiecej szczegoléw, w rozdziale pierwszym opisana jest teoria
proceséw Markowa, proceséw kawatkami deterministycznych oraz polgrup
Markowna na L!. Ten fragment tekstu mozna by bylo rozwinagé¢ podajac
zwiazki z innymi znanymi kryteriami na ergodcznosé procesu stochastyczne-
go, jak np. warunek Fostera-Lyapunova. Dobrze by bylo tez podac referencjg
na alternatywe Foguela podang w Twierdzeniu 1.2. Sa tez w tej czesci drobne
nieporadnoéci, jak np. pod koniec Rozdziatu 1.3 uzyto gy, ktore jeszcze nie
zostalo wprowadzone. W tym samaym miejscu méwi si¢ polaczeniu stanu
(y0,7) 2 (To,%) za pomoca ztozonego uktadu dynamicznego choé¢ samo potla-
czenie jako takie nie zostato zdefiniowane. Oczywiscie wynika to nie wprost
z Definicji 1.9 wprowadzajacej pojecie ukladu dynamicznego. Niezaleznie od
tego, bardzo cieszy w ogdle wprowadznie uporzadkowanej teorii 1 przedsta-
wienie najwazniejszych faktéw uzytych w dalsze]j czesci rozprawy doktorskiej.
A jeszcze bardziej cieszy Rozdzial 1.4, w ktérym podano dwa przyklady
prostszych proceséw PDMP wzietych z ksigzki Rudnicki i Tyran-Kaminska
(2017) oraz prac Lipniacki et al. (2006) i Bobrowski et al. (2007). Zamiesz-
czone uproszcezone schematy ekspresji genéw bardzo utatwiaja zrozumienie
modelu.

Rozdzial drugi zawiera gléwne rezultaty pracy. Rozwaza si¢ malejaca
funkcje Hilla
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gdzie > 0, n,0 > 0. W tym modelu gen moze przejs¢ z aktywnego (stan
1) na nieaktywny (stan 0) z intensywnoscia ¢ (x,y) zalezng od z opisujacego
poziom czasteczek mRNA oraz od y opisujacego poziom czasteczek biatka.
Podobnie, przejécie ze stanu nieaktywnego do aktywnego jest zadane poprzez
intensywnosé go(z,%). Jest to losowa cze$é modelu. Deterministyczny ruch
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pomiedzy zmianami jest opisany poprzez system réwnan:

{ T =kf () —diz
'j% = ko — day,

gdzie () jest funkcja zalezna od stanu genu a zatem o wartosciach w zbiorze
{0,1}. Z tak opisanym procesem laczymy jego pélgrupe przejécia P(t). W
Twierdzeniu 2.1 pokazano, ze jest ona asyptotycznie stabilna, to znaczy, ze
P(t)f zbiega w L' do niezmienniczej gestosci f. jak ¢ — +oo dla funkcji f
ze zbioru D = {f € L' : f(z) > 0, ||f|| = 1}. Co wiecej, zidentyfikowa-
no noénik gestosci niezmienniczej f, podany w (2.10) rozprawy doktorskiej.
W dowodzie wykorzystuje sie warunki dostateczne na stabilnoéé polgrupy
Markowskiej podane w Pichér i Rudnicki (2108), a w szczegblnosci sprawdza
sie warunek Hormandera (dajacy tzw. warunek (K)) oraz warunek stabej
nieredukowalnosci (WI). Rozdziat 2.3 zajmuje sie granica deterministyczna
(czy tez adiabatyczng) kiedy N — +4oo gdzie N opisuje liczbe genéw lub
predko$é przelaczajacych sie uktadéw. Wtedy losowa v(t) jest zastapiona jej
wartoécig oczekiwang, )
qo\y
0= 0w +al)
dla intensywnosci przejscia qo i ¢;. Korzystajac tym razem z twierdzenia
Dulaca-Bendixona wykluczono istnienie cyklu granicznego. To bardzo ele-
gnacka matematycznie cze$é¢ rozprawy. W Rozdziale 2.4 zostaly zaprezento-
wane symulacje stochastyczne obrazujace ekspresje genéw z ujemnym sprze-
zeniem zwrotnym. W tym celu zostalo opracowane (a precyzyjnie méwiac
rozwiniete) narzedzie obliczeniowe bioPDMP. Mozna je wykorzystywaé do
symulacji innych modeli opartych o procesy PDMP. Wykorzystany kod zostat
zamieszczony w repozytorium GitHub. To wazna cze$¢ pracy matematykow
zajmujacych zastosowaniami i bardzo doceniam uwzglednienie zaréwno pracy
teoretycznaj jak i tej zwigzanej analizg numeryczng.
Rozdzial trzeci zajmuje sie rosnaca wersja funkcji Hilla
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W Twierdzeniui 3.1 pokazano, ze wtedy pélgrupa Markowa jest wymiatajaca
z rodziny wszystkich zwartych podzbioréw B zbioru R? \ {(0,0)} x {0,1},
to znaczy, ze catka z P(t)f w B w granicy réwna si¢ 0 jak t — +o00. In-
nymi stowy prawdopodobienistwo pozostania w zbiorze B trajektorii procesu
PDMP bedzie dgzyé do zera. Zwykle ten termin zatem jest identyfikowany
z transytywnoscig procesu Markowa. Dowdd tego twierdzenia jest oparty o
konstrukeje rodziny dostatecznie maltych otoczen punktu (0,0), ktére beda
zbiorami niezmienniczymi dla obu semipotokéw zwigznymi ze stanem 0i 1. Sg
one zbiorami niezmienniczymi dla rozwazanego procesu PDMP. Dowéd, choé
krétki, jest pomystowy i klarowny. Tu tez w Rozdziale 3.3 sa zaprezentowane
wyniki symulacji.

Ostatni rozdzial zajmuje sie tzw. sieciami regulatorowymi, gdzie wprowa-
dza sie interakcje miedzy genami. Ze wzgledu na ztozonos¢ sieci regulatoro-
wych i ich wzajemne powiazania, zbudowanie dokladnego matematycznego
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opisu wszystkich potaczen i uwzglednienie wszystkich istotnych czynnikow
jest niemozliwe. Analizuje sig¢ zwykle dosé specyficzne przypadki. Tutaj zde-
cydowano si¢ na opis matematyczny oraz analiz¢ numeryczng interakcji mie-
dzy dwoma genami z pominieciem (Rozdzial 4.1) i uwzglednieniem (Rozdzial
4.2) transkrypcji. Badania symulacyjne sg szczegolowe.

Konkluzja.
Wobec powyzszych uwag, uwazam, ze rozprawa doktorska magister Agniesz-
ki Kozdeby spelnia wymagania ustawowe i zwyczajowe stawlane rozprawom
doktorskim. Wnosze o przyjecie rozprawy i dopuszczenie jej Autorki do dal-
szych etapéw postgpowania w sprawie nadania stopnia doktora nauk w dzie-
dzinie nauk $cistych i przyrodniczych, w dyscyplinie matematyka.
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