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Przedtozona rozprawa dotyczy waznych probleméw w powstatej dosé nie-
dawno teorii przesunie¢ wazonych na grafach skierowanych i, w szczegdl-
nosci, drzewach skierowanych. Przesuniecia wazone stanowia podstawowa
klase operatoréw, posiadajaca rozwinieta teorie, i wystepuja jako modeli dla
innych mniej przejrzystych klas operatoréw. Sa one niezwykle pozyteczne
do konstruowania przyktadéw ilustrujacych wiele istotnych zagadnienn teo-
rii operatoréw. Do niedawna przesuniecia wazone byly rozwazane prawie
wylacznie na przestrzeniach typu ¢” na N badz Z (lub wariantach tych zbio-
row). Sytuacja sie zmienila z powstaniem wplywowej i glebokiej pracy (a
raczej malej monografii) Z. Jabtonski, I.B. Jung, J. Stochel, Weighted shi-
fts on directed trees, Mem. Amer. Math. Soc. 216 (2012), no. 1017, gdzie
zostata rozwinieta teoria przesunie¢ wazonych na drzewach skierowanych,
zawierajaca klasyczne przesuniecia jako przypadek bardzo szczegdlny. Ta-
kie szerokie i nowatorskie ujecie doprowadzito do rychtego rozwoju badan
w tematyce przesunie¢ wazonych oraz odnalezienia nowych zjawisk teorio-
operatorowych. Przedlozona rozprawa miesci sie tez w tym nurcie, rozwijajac
nowe techniki i prezentuje kilka istotnych postepéw w teorii wazonych ope-
ratoré6w przesuniecia.

Poniewaz teoria operatoréw przesuniecia na grafach nie jest jeszcze po-
wszechnie znana, przytocze najpierw kilka podstawowych definicji utatwia-
jacych dalsze omoéwienie tredci rozprawy i przyblizenie wynikéw w niej zawar-
tych. Przez graf skierowany G rozumiana jest para G = (V| E), gdzie V jest
co najwyzej przeliczalnym zbiorem, &2 C V x V, a elementy V' sa wierzchol-
kami G, za$ elementy F sa krawedziami G. Graf skierowany G = (V1, E1)
nazywamy podgrafem grafu G, jesli Vi C V oraz By C EN (Vi x V7).

Dla kazdego wierzchotka v € V mozna zdefiniowaé jego stopien wejsciowy
jako degy,v = #{u € V : (u,v) € E}, stopiei wyjsciowy jako deg, v =
#{u € V : (v,u) € E}, oraz stopienn catkowity jako degv = deg;, v +
deg,,; v. Dla danego wierzchotka v € V jego sasiedztwo Nb(v) okresla si¢
przez Nb(v) = {u € V : (v,u) € E}. Jesli A = (A¢)ecr C C spelnia warunek
SUPyeV D ueNb(v) IA(v,u)]?> < oo, to operator Sy € L(¢*(V)) zdefiniowany
jako

Sxey = Z AMv, u)ey, veV,
uEND(v)

gdzie (e,)yev jest standardowa ortonormalng baza £2(V), nazywa si¢ prze-

sunieciem wazonym na G z wagami A. Operatory postaci Sy sa gléwnymi

obiektami badan w rozprawie, Wiekszos¢ badann w tej tematyce skoncen-

trowana jest na grafach posiadajacych strukture drzewa skierowanego, tzn.
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takich grafach G = (V, E), ze G nie zawiera cykli, dla kazdego v € V zacho-
dzi nier6wnosé deg;, v < 1, a ponadto istnieje co najwyze]j jeden wierzchotek
w € V taki, ze deg;, w = 0, nazywany korzeniem drzewa G. Ze zbiorem V
zwykle stowarzysza sie zbior V° definiowany jako V' \ w, gdy G ma korzen, i
V w przypadku przeciwnym.

Przechodzac do szczegbltowego omodwienia rozprawy zauwaze, ze mimo jej
dosé skromnego rozmiaru, jest ona dos¢ bogata w wyniki, ktére w caltosci
jest ciezko omowi¢ w tej krotkiej recenzji. Zatem skupie sie na wybranych
rezultatach najbardziej wartosciowych z mojego punktu widzenia. Zaznacze,
ze rozprawa opiera sie na trzech opublikowanych pracach autora: M. Buchata,
Subnormal and completely hyperexpansive completion problem for weighted
shifts on directed trees, J. Math. Anal. Appl. 537 (2024), Art. ID 128285; M.
Buchata, Unitarily equivalent bilateral weighted shifts with operator weights,
Opusc. Math. 44 (2024), 651-672; M. Buchala, m-isometric composition
operators on discrete spaces, Complex Anal. Oper. Theory 18 (2024), Art.
no 158. (Ostatnia praca ukazata si¢ po ztozeniu rozprawy.)

Rozprawa doktorska mgra Buchaly sklada sie z wprowadzenia, zawiera-
jacego ogblne omowienie rozprawy, pieciu rozdzialow, oraz bibliografii. W
pierwszym rozdziale rozprawy autor podaje wiadomogci wstepne niezbedne
dla zrozumienia tresci rozprawy. Mimo, ze ten rozdzial jest kompletny i ogél-
nie pomocny, zawarte w nim komentarzy sa skape, a jego podrozdzial doty-
czacy teorii operatoréw jest dosé niespdjny, co czasami utrudnia poruszanie
sie po rozprawie i wymaga czytania liniowego. Ten rozdzial nalezatoby nieco
rozbudowaé, poniewaz tematyka rozprawy dotyczy poréwnywalnie nowego
kierunku badan. W rozdziatach drugim i trzecim rozprawy doktorant bada
problem uzupelnienia subnormalnego dla przesunie¢ wazonych dla bardzo
naturalnej klasy drzew skierowanych, sktadajacej sie z drzew skierowanych
z jednym punktem rozgalezienia.

Poniewaz kontekst uzupelnienn subnormalnych przesunieé¢ na drzewach skie-
rowanych wymaga wiele niestandardowych poje¢ wydaje sie warto jest podaé
podstawowe definicje, aby oddaé sens i wyjadnié¢ intuicje stojaca za wynikami
otrzymanymi w tym rozdziale. Rozwazajac poddrzewo T' = (V, E) drzewa
skierowanego T = (V, E) oraz A = {A, }peve C (0,00), ciag A = {Xv}vef/" C
(0, 00) nazywa sie subnormalnym uzupetnieniem X na T jesli S5 € L(2(V))
dla X C X oraz S5 jest subnormalny. Czesto tez méwi sig (m~.in. w przedlozo-
nej rozprawie), ze przesuniecie wazone S A ha Tz wagami A jest uzupelnie-
niem subnormalnym A\ na T7 cho¢, moim zdaniem, ta terminologia jest dos¢
niefortunna. Problem uzupelnienia subnormalnego dla pary (T,7T) polega
na znalezieniu koniecznych i wystarczajacych warunkéw, jakie musi spetniaé
uktad XA = { A, }yeve C (0,00), aby posiadat on uzupetnienie subnormalne na
T. W przypadku klasycznym jednostronnego przesuniecia wazonego przyj-
mujemy V ={0,1,2,...m}, E={(0,1),....,(m—1,m)}, E =0 dlam=0,
oraz V = Nu{0}, E = {(0,1),(1,2),(2,3),...}. Ustalajac poczatkowy zestaw
wag (Ao, ..., Am) rozwazany problem polega na wyjasnieniu czy ten zestaw
rozszerza sie do ciggu wag subnormalnego jednostronnego przesuniecia wa-
zonego (a jesli tak, to na okresleniu takiego uzupemienia lub uzupetnien).
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Podczas, gdy dobrze zrozumianym podejéciem, w tym i ogélniejszych przy-
padkach, jest interpretacja problemu jako problemu przedtuzenia pewnego
ciagu (np. (Ao, ..., Am)) jako ciagu momentéw, powaznym wyzwaniem jest
uzyskanie odpowiedzi w apriorycznych terminach danych poczatkowych.

W tym celu, w rozdziale pierwszym autor bada obciete zagadnienie mo-
mentow na przedziatach (0,00) i (0,1]. Sa to przedzialy niezwarte, wyma-
gajace adaptacji idei i technik uzywanych w przypadku przedzialu zwartego
i opracowanych przez Kreina i Nudelmana w ich szeroko znanej ksiazce o
zagadnieniu momentéw Markova. Jako jeden z wnioskéw, mgr Buchala uzy-
skuje kryterium skoriczonego przedtuzenia wstecz ciagu momentéw oraz w
przypadkach szczegblnych opisuje strukture odpowiedniej miary reprezen-
tujacej. Rozdzial ten jest bardzo ciekawy, ma odrebna wartos¢ dla ogdlnej
teorii zagadnienia momentéw. Zauwaze, ze w trakcie swoich rozwazan au-
tor poprawitl pewne usterki w rozumowaniach ze wspomnianej ksigzki Kre-
ina i Nudelmana. Opierajac sie¢ na wynikach teorio-funkcyjnych z rozdziatu
drugiego, mgr Buchala w rozdziale trzecim rozwiazuje problem uzupetnienia
subnormalnego dla przesunie¢ wazonych na drzewach skierowanych z jednym
punktem rozgalezienia i skoriczonym pniu (,trunk”). Choé¢ uzyskane kryte-
rium uzupetnienia jest dos¢ techniczne i zawile, jego sformutowanie istotnie
zawiera tylko dane poczatkowe, a zatem jest pozyteczne i wartosciowe. Po-
nadto, autorowi udaje sie powiaza¢ przypadki skoriczonego i nieskoriczonego
pnia, udowadniajac, z grubsza, ze przesuniecie Sy jest rozwiazaniem w przy-
padku nieskonczonym, gdy istnieje ciag przesunie¢ (Si, )ren taki, ze Sy, roz-
wigzuje problem dla pnia o dtugosci k dla kazdego k oraz supycy ||Sy, || < oo.
W ten sposéb autorowi udaje sie uzyskacé réwniez rozwiazanie podobnego za-
gadnienia dla hyperrozciggajacych przesunie¢ Sy, bedacych w pewnym sen-
sie obiektem dualnym do przesunie¢ subnormalnych. Wyniki rozdziatu trze-
ciego uogblniaja i wzmacniajg rezultaty dwoéch wcezedniejszych prac autor-
stwa Exnera, Junga, Stochela, i Yuna, i opublikowanych w Int. Eq. Operator
Theory, 2018 i 2020.

Metody teorii przesunie¢ wazonych na grafach okazaly si¢ bardzo pozy-
teczne w badaniu operatoréw kompozycji Crf = f o T na L?*(X, i), gene-
rowanych przez odwzorowania T' : (X, u) — (X, pu) dyskretnej (a wiec co
najwyzej przeliczalnej) przestrzeni z miara (X, p) takie, ze hp = d(%zil) €
L®(X,u), a zatem Op € L(L?*(X,pu)). Przyklad tego dostarcza rozdzial
czwarty rozprawy, gdzie doktorant wyjaénia strukture m-izometrycznhych
operatorow Cr. Oprocz wartosci per se w teorii operatoréw, operatory kom-
pozycji sa standardowym obiektem teorii ergodycznej i dynamiki liniowej na
przestrzeniach nieskoniczenie wymiarowych, a wiele ich wlasnosci, w szcze-
gblnodci, m-izometryczno$é i jej uogodlnienia, nie sa jeszcze zbadane w wy-
starczajacym stopniu. Przypomnijmy, ze dla danego m € N ogranicozny
operator liniowy 1" na przestrzeni Hilberta nazywany jest m-izometrycznym
jesli ZZL:O(—l)k (7]?) T*FT* = 0. Bedac uogolnieniem operatoroéw izometrycz-
nych, operatory m-izometryczne zostaly wprowadzone w pracach Aglera i
Stankusa z poczatku lat 1990-tych, i od tego czasu ciesza sie duzym zain-
teresowaniem. Operatory m-izometryczne pojawiaja sie w sposéb naturalny
w badaniach przesunie¢ na przestrzeniach funkcji holomorficznych w kole
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jednostkowym, i pomagaja tworzy¢ jednolite podejscie do opisu natury ta-
kich przestrzeni. Autor konstruuje najpierw przesuniecie warzone unitarnie
rownowazne Cr. W tym celu rozwaza on graf (skierowany) Gr = (Vp, Er),
gdzie Vp = X oraz By = T-! = {(Tz,x) : € X}, oraz definiuje ciag wag

AT = (Ae)eery jako Ay p) = %, dla wszystkich u,v € Vi z (u,v) € Ep. Z

zalozenia na hy wynika, Ze operator przesuniecia wazonego Sx,. € B(¢*(Vr))
okreslony jako

Sxpu = > Auwes  uweVp,
veVr,(u,w)EET

jest dobrze zdefiniowany, a unitarna réwnowaznos$¢ do Cr jest bardzo tatwa
do sprawdzenia. Otwiera to droge do badania Cr metodami wypracowa-
nymi w teorii przesunie¢ wazonych na grafach i, w szczegblnosci, drzewach.
Zakltadajac, ze Gt jest spdjny i nie jest drzewem skierowanym bez korze-
nia, mgr Buchala otrzymuje przejrzysty opis geometryczny G i koncentruje
sie na operatorach kompozycji odpowiadajacym takim T. Centralnym wy-
nikiem tego rozdziatu jest charakteryzacja m-izometrycznych Sy, wyrazona
apriorycznych terminach geometrii G oraz pewnych wielomianowych repre-
zentacji [|S} e[, n € N, gdzie e, sa wektorami bazowymi w ?2(Vr). Opis
ten prowadzi do kilku znaczacych wnioskéw. Miedzy innymi, autor opisuje
izometryczne operatory Cr, pokazujac, ze takie operatory musza by¢ uni-
tarne, a przestrzen (?(Vr) - skoticzenie wymiarowa. Ponadto, pokazuje on,
ze klasy 2-izometrycznych oraz catkowicie hyperrozciagajacych operatorow
kompozycji Cr pokrywaja sie ze soba, oraz, przy dodatkowych zalozeniach
na geometrie G, otrzymuje szczegdtowy opis 3-izometrii. Rozwiniete po-
dejicie ma szeroki zasieg, i mgr Buchala stosuje je réwniez do uzyskania
kryterium subnormalnosci operatoréw Cp(CiCr) ™!, dualnych w sensie Cau-
chy’ego do 2-izometrycznych operatoréw Cr, podajac nowe przyktady takich
operatoréow dualnych ktore nie sg operatorami subnormalnymi. Pojecie ope-
ratoréw dualnych w sensie Cauchy’ego zostalo wprowadzone przez Shimorina
na poczatku tego wieku i okazato sie uzyteczne w przeniesieniu wtasnosci izo-
metrii na szersze klasy operatoréw, dziatajacych przewaznie w przestrzeniach
funkcji holomorficznych, oraz konstruowaniu modeli funkcyjnych operatoréow.
Zatem otrzymane wyniki o operatorach dualnych sa dobrze umotywowane i
maja nieprzecietny ciezar gatunkowy. Rezultaty tego rozdziatu uogolniaja i
precyzuja podobne rezultaty Jabloniskiego i Koszmidera, Int. Eq. Operator
Theory, 2021, uzyskane przy istotnie mocniejszych zatozeniach.

Piaty rozdzial rozprawy poswiecony jest badaniu unitarnej réwnowazno-
$ci przesunie¢ z wagami operatorowymi na przestrzeniach wektorowych £2.
Poniewaz przesuniecia wazone na drzewach skierowanych moga by¢ realizo-
wane jako ,zwykte” przesuniecia z wagami operatorowymi, badania te wpi-
suja sie w sposéb naturalny w gléwny nurt rozprawy, chociaz ten watek
nie jest w niej rozwiniety. Autor uzyskuje ogolng charakteryzacje unitarnej
réwnowaznosci przesunieé¢ z wagami kwazi-odwracalnymi (tj. posiadajacymi
trywialne jadro i gesty obraz), wyrazona w terminach rozktadow bieguno-
wych tych wag. Otrzymana charakteryzacja ma do$¢ niejawny charakter
i jest trudna do zastosowania, choé¢ pozwala wyprowadzié¢ kilka wcze$niej-
szych wynikéw. Zatem mgr Buchata podaje jej bardziej przejrzyste wersje w



5

przypadkach, gdy wagi sa podwojnie przemienne (,doubly commuting”) lub
normalne, przemienne i odwracalne. W ostatnim przypadku uzyskana cha-
rakteryzacja przyjmuje szczegélnie dokladna posta¢. Kilka twierdzen tego
rozdziatu dotyczy struktury operatoréw unitarnych realizujacych unitarna
rownowaznosé. Miedzy innymi, gdy wagi sa dodatnimi, przemiennymi ope-
ratorami w C? posiadajacymi dwie rézne wartosci wlasne, autor wykazuje,
ze taki operator unitarny posiada co najwyzej dwie gtéwne przekatne rézne
od zera. Wyprowadza on tez kilka interesujacych warunkéw koniecznych uni-
tarnej rownowaznosci przesunie¢ z wagami operatorowymi (przy zalozeniu
kwazi-odwracalnosci wag). Wyniki przedstawione w tym rozdziale sa nieba-
nalne, ale do$¢ waskie i wymagaja dalszych rozwazar, doprecyzowan oraz
analizy dla naturalnych klas wag operatorowych.

Rozprawa jest dobrze zredagowana, a jej struktura jest naturalna i przemy-
glana. Nie zauwazylem istotnych mankamentéw matematycznych. Po przej-
rzeniu wiekszos$ci dowodow, zaden z nich nie wzbudzit moich zastrzezen, a
wszystkie rozumowania byty klarowne i szczegdétowo rozbudowane.

W tak zaawansowanym technicznie tekscie rozprawy doktorant nie ustrzegt
sie jednak drobnych usterek. Przyktadowo, na str 7, lin. 7, powinno by¢ ,, 7
zamiast , T”; na str. 8, lin. -4, z powodu niefortunnego przeoczenia, widmo
operatora T zostalo zdefiniowane jako zbior jego punktow regularnych; na
str. 16, lin. -13, powinno by¢ ,,u(t)” zamiast ,,u”; na str 40, lin. 6, powinno byc
»(Sx, )72, zamiast ,,(Sx,, )72, a na str. 52 w Theorem 4.14 powinno by¢
- € B(L3(Vr))” zamiast ,,--- € £2(Vr)". Czasami rozprawa uzywa pojeé i
notacji wprowadzonych w jej dos¢ odlegtym miejscu, zazwyczaj w Prelimina-
ries, bez odpowiedniego przypomnienia lub wyjasnienia. Na przyktad na str.
48, w Lemma 4.6, po raz pierwszy pojawia sie notacja Cr dla operatora, ktory
zostal zdefiniowany na poczatku rozprawy na str. 7. Podobnie, w rozprawie
wspomina sie pojecie ,trunk”, ktére, jak sie wydaje, nie jest wyjasnione ani
nawet zdefiniowane. Czytanie i zrozumienie rozprawy utatwitloby bardziej
systematyczne i szczegbltowe przedstawienie pojeé¢ uzywanych w rozumowa-
niach. Rozdzial 1.3 w ,Preliminaries” ma niestety forme (w miare obszernego)
formalnego zestawienia definicji i twierdzen, ktére nie sa ze sobg powiazane
tematycznie. Komentarze w tym rozdziale sa bardzo skape lub jest ich brak,
a odniesienia do dalszych rozumowan istotnie by pomogly w orientacji w
tekscie, ktory jest nasycony dosé niestandardows terminologia. Wypadaltoby
tez poswieci¢ wiecej uwagi omoéwieniu miejsca otrzymanych wynikéw wérod
podobnych lub pokrewnych rezultatéw. Te drobne niedociagniecia w zaden
sposob nie wptywajg na moja wysoka ocene rozprawy.

Konkluzja: Recenzowana rozprawa doktorska jest na wysokim poziomie me-
rytorycznym i stanowi istotny wktad w rozwdj teorii operatoréw, co zostato po-
twierdzone szeregiem prac opublikowanych w przyzwoitych czasopismach nauko-
wych. Wyniki zawarte w rozprawie sg oryginalne, wzmacniaja szereg wczesniej-
szych niebanalnych rezultatéw, a ich cze$¢ oparta jest na pomystowych dowo-
dach. Autor wykazat sie nieprzecietnym warsztatem, faczacym techniki teorii
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funkcji z nowoczesnymi metodami teorii operatoréw, ktére wymagaty rozwinie-
cia na potrzeby badanych zagadnien. Uwazam, ze recenzowana rozprawa z nad-
datkiem spefnia ustawowe i zwyczajowe wymagania stawiane rozprawom dok-
torskim. Zatem, z petnym przekonaniem wnosze o dopuszczenie mgra Michata
Buchaty do dalszych etapéw przewodu doktorskiego.

Si gnature;lyot\Verified
Dokument pod\gi%wy przez
Y uriy Tomilov

Data: 2025.03.2% 02:41:52 CET



		2025-03-25T02:41:52+0100




