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Ocena rozprawy doktorskiej mgra Michata Buchaty
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Rozprawa doktorska Pana mgra Michata Buchaly, ktérej promotorem jest prof. UJ dr. hab.
Zenon Jablonski, poswiecona jest badaniu operatoréw przesunie¢ wazonych na drzewach skie-
rowanych oraz operatoréw kompozycji na przestrzeniach Hilberta. Podstawy teorii operatorow
przesunie¢ wazonych na drzewach skierowanych sg §wietnie zaprezentowane w obszernej pracy
[29] opublikowanej w Memoirs 216(2012) (wspotautorzy: Z. Jabtonski, I. B. Jung, J. Stochel).
Rozprawa napisana w jezyku angielskim sklada sie ze wstepu oraz pigciu rozdziatow.

Rozdzial pierwszy zawiera podstawowe definicje z teorii graféw i teoril miary. Istotny w tym
rozdziale jest podrozdziat 1.3 zwiazany z teorig operatoréw na przestrzeniach Hilberta, w ktorym
podane sg kluczowe definicje oraz niektére znane wyniki o charakteryzacji pewnych waznych
rodzin operatoréw na przestrzeni Hilberta H rozwazanych w rozprawie. Wéréd nich, to rodziny
operatoréw subnormalnych T € L(H) (tzn., ze T ma rozszerzenia normalne do wigksze] przestrzeni
Hilberta), catkowicie hiperekspansywnych (tzn., ze ZZ:O(—l)k(Z)T*kT’“ < 0,n > 1) i m-izometrii
(tzn., ze S5 o(—D)F () T**T* =0, m > 1).

W rozdziale drugim rozprawy badane s problemy dotyczace momentow na (0, c0) i (0, 1]. Autor
wprowadza istotne definicje i cytuje pewne wyniki znane w literaturze. Kluczowymi pojeciami
tutaj sa cigg momentdw oraz cigg dodatni. Ciag (rzeczywisty) s = (s1,...,8,) nazywa sie ciggiem
momentéw na przedziale I C R, jesli istnieje taka miara borelowska pu na I, ktérej nosnik
supp i jest zawarty w pewnym przedziale [a,b] C I i ponadto spelnia warunek s, = fl R dpu(t)
(0 < k < n). Zbiér wszystkich takich miar p oznaczamy M;(s). Jesli istnieje jedyna miara
u € Mj(s), to s nazywa sie zdeterminowanym na I. Dla ciagu momentéw s = (815 +-+5n)
zdefiniowany jest indeks inds(s) := sup,c aq(s) indr(p), gdzie indr(p) == 3 _cc; e1(¢)Xsupp u(c), gdy
supp i jest skoniczony i indj(u) := oo w przeciwnym przypadku. Tutaj €5 := Xint7 + %X(im -
Ciag s = (s1,...,5,) nazywa si¢ dodatni (odp. écisle dodatni) na przedziale I C R, jesli istnieje
taki whasciwy przedziat [a,b] C I, ze dla dowolnego wielomianu p € Ryp[x] nieujemnego na [a, b]
zachodzi o, (p) > 0 (odp. o,(p) > 0). Tutaj oy, Ry[z] — R oznacza funkcjonat liniowy okreslony
wzorem oy, (z¥) := s, dla k € {0,1,...,n}.

Stosujac pewne metody zawarte w monografii w monografii M. G. Kreina i A. A. Nudelmana
[33] o charakteryzacji ciaggéw momentéw na zwartych przedzialach mgr Buchala modyfikuje
oryginalny dowod z tej monografii, ktéry zawiera pewng niescistoé¢ dotyczaca odpowiedniego ciggu
Czebyszewa. Gléwnym rezultatem rozdziatu 2 jest Twierdzenie 2.13, ktore stwierdza, ze dla ciagu



dodatniego s = (s, ..., Sn) C [0,00) na I, gdzie I = (0,00) lub I = (0, 1] nastepujace warunki sg
rownowazne: (i) s jest éciéle dodatni na (I); (ii) inds(s) = [”T“L gdy I = (0,00) i indy(s) = %51,
gdy I = (0,1]; (ili) s nie jest zdeterminowany na I. W rozdziale 2 badane sg réwniez wsteczne
rozszerzenia ciagéw dodatnich s = (s1,...,8,) C [0,00) na I = (0,00) odp. I = (0,1], tzn.
takich ciagow s’ := (S_g,...,8-1,80,...,5n), e §' jest dodatni na I, gdzie s_f,...,5-1 € [0, c0).
Tutaj na uwage zashiguje Twierdzenie 2.19 o charakteryzacji wstecznych rozszerzen clagdw $cisle
dodatnich za pomoca funkcji te, zwiazanej z miarami reprezentujacymi ciag s. Funkcja ta jest
okreslona wzorem tog(s) := infocacs tio ) (s), gdzie ty y(s) = inf { f[a)b] Ldu(t): pe M[a,b](s)}
dla 0 < a < b < co. Stosujac ten rezultat mgr Buchala dowodzi interesujace Twierdzenie 2.24,
w ktérym podaje warunki na dodatni ciag s = (s1,...,8,) C [0,00) i ciag (s—r, ... ,8p) (r>1)
na to, aby m.in., cigg 8’ = (S_p, ..., Sy) byl wstecznym rozszerzeniem s na I = (0, 00).

Podobajg mi sie rezultaty zawarte w rozdziale 3 zwigzane z badaniem wlasnosci klasy ope-
ratoréw na przestrzeniach Hilberta generowane przez odpowiednie grafy. Badania te dotyczg
analizy subnormalnych oraz calkowicie hiperekspansywnych uzupelnien operatorow zwanych
przesunieciami wazonymi na drzewach skierowanych. Operatory te sa uogdlnieniami klasycznych
przesunieé wazonych. Dla kompletnosci przypomnijmy, ze jesli G = (V, E) jest drzewem skie-
rowanym, Nb(v) = {u € V : (v,u) € E} oznacza otoczenie v € V i ciag skalarow A = (Ae)ecE
spetnia warunek sup,cy Zuer(v) \)\(U’u)!‘? < 00, to przesunigciem wazonym z waga A nazywa sig
operator ograniczony Sy na przestrzeni Hilberta ¢2(V) zdefiniowany dla dowolnego v € V' wzorem
Sxev 1= D ueNb(v) Mo €u, gdzie (ev)vev jest standardows ortonormalng baza w £2(V).

Wyniki z rozdziatu 2 mgr Buchala zastosowal w rozdziale 3 do rozwiazania wspomnianego
problemu subnormalnych (odp. catkowicie hiperekspansywnych) uzupetnieri p-generacji przesu-
nie¢ wazonych na drzewach skierowanych Ty « 1= (Vi «, By <) zdefiniowanych w podrozdziale 1.1,
Jednym z gtéwnych rezultatéw tego rozdziatu jest technicznie ztozone Twierdzenie 3.3 (w przy-
padku, gdy x € Z,) oraz Twierdzenie 3.9. Ogolnie rzecz biorac, charakteryzacja opisana jest
w terminach ciggu A oraz ciagu reprezentujacych miar Borela na (0, 00) zaleznym od A. Istnienie
wspomnianego ciggu miar w dowodzie Twierdzenia 3.3 (odp. Twierdzenia 3.9) opiera si¢ na
Lemacie 3.2 z pracy [20] (odp. Lemacie 3.9 z pracy [37]).

W rozdziale czwartym rozprawy badana jest m-izometryczno$é operatora kompozycji Cr na
przestrzeni Hilberta £2(X); = L?(X, ), gdzie card(X) < Vg, p jest miarg liczaca 1 T: X — X
takim odwzorowaniem, ze graf Gr = (Vp, Er) := (X, Er) ze zbiorem wierzchotkow Ep :=
{(z,Txz) : z € X} ma nietrywialna silnie polaczong sktadowa (jest to réwnowazne z warunkiem
(i) w Twierdzeniu 4.5) i funkcja X 3 z — hp(z) = p(T~{z}))/u({z}) jest ograniczona. W tym
celu w podrozdziale 4.1 rozprawy mgr Buchala dokonuje analizy grafu G i uzasadnia, ze jesli
AT = (M) (up)e By 84218 Ay o) = VeV r({u}) dla (u,v) € Er, to przesuniecie wazone
Sy jest operatorem ograniczonym na ¢2(Vr). Ponadto stwierdza (Lemat 4.2), ze operatory
Cr i Sy, sa unitarnie rownowazne. Giéwny wynik uzyskany w podrozdziale 4.2, to cickawe
Twierdzenie 4.14 o charakteryzacji przesunieé wazonych Sy, na spoéjnym grafie Gr, ktore sg
m-izometriami dla m > 2. Stosujac wspomniany gléwny wynik, mgr Buchala podaje inny dowod
(Twierdzenie 4.15) rezultatu z pracy [31], ktory glosi, ze operator Sy, € L(€%(Vr)) jest 2-izometrig
wtedy i tylko wtedy, gdy jest catkowicie hiperekspansywny.

W ostatnim piatym rozdziale mgr Buchala dowodzi Twierdzenie 5.1, ktére podaje charaktery-

zacje unitarnej rownowaznosci dwustronnych przesunie¢ wazonych z wagami generowanymi przez
ciagi jednostajnie ograniczonych ciagéw quasi-odwracalnych operatoréw na przestrzeni Hilberta.



Uzyskany rezultat jest istotnym uogélnieniem pewnych wynikéw uzyskanych przez A. Lamberta
(1971) oraz J. Kosmidera (2019). Ze wzgledu na zlozono$¢ opisu pominiemy detale. Zwrdce uwage,
7e dowod tego twierdzenia jest dosy¢ zlozony i nietrywialny. Twierdzenia 5.1 zostalo zastosowane
w podrozdziale 5.2 do badania dwustronnych przesunig¢ z dodatnimi wagami. Autor dowodzi,
ze jesli wagi sa dwuwymiarowe, to przy pewnych zalozeniach réwnowaznos¢ unitarna moze byé
opisana przez operator unitarny majacy co najwyzej dwie niezerowe przekatne.

Problematyka badawcza rozprawy doktorskiej mgra Michala Buchaly jest dobrze umotywowa-
na. Operatory przesunieé wazonych na drzewach skierowanych bedace uogélnieniami klasycznych
operatoréw, jak réwniez operatory kompozycji stanowia wazng klasg operatoréw na przestrzeniach
Hilberta. Teoria tych operatoréw jest nadal rozwijana. Dobrze wiadomo, ze wazone operatory
kompozycji znalazly wazne zastosowania réwniez w teorii operatorow na przestrzeniach Banacha.
Warto odnotowaé, ze operatory te byly intensywnie badane w zwiazku ze stynnym problemem
istnienia nietrywialnych podprzestrzeni niezmienniczych dla operatoréw na nieskoriczenie wymia-
rowych oérodkowych przestrzeniach Hilberta. Rozprawa doktorska jest bardzo dobrze zredagowana.
Zaprezentowany material w pieciu rozdziatach przedstawiony zostal jasno i zrozumiale, W roz-
prawie znajduja sie nieliczne drobne usterki natury typograficznej. Autor umiejetnie prezentuje
istote zagadnien i jest bardzo dobrze zorientowany w literaturze. Analiza rozprawy byla istotnie
utatwiona w zwiazku z prezentacja pewnych znanych ogélnych wynikow zwiazanych z tematyka ba-
dawczg rozprawy. Autor rozprawy uzyskane wyniki buduje na bardzo dobrej znajomosci wezedniej
znanych rezultatéw. Bazujac na pewnych metodach ze wspomnianej na wstepie pracy [31] oraz
innych mgr Buchata wnosi wartosciowy wklad, uogélniajac pewne wyniki (wspomniane powyzej)
innych autorow. Dowodzi nowe rezultaty o charakteryzacji wspomnianych rodzin operatoréw.
Dowody niektorych twierdzen sa technicznie ztozone, jednak ich prezentacja jest solidna. W sktad
rozprawy wchodzg rezultaty zawarte w trzech samodzielnych pracach [10, 11, 12]. Artykul [11]
zostal opublikowany w J. Math. Anal. Appl. (2024), natomiast [12] w Opuscula Mathematica.
Praca [10] jest dostepna pod adresem https://arxiv/abs/2209.08518. Reasumujgc, stwierdzam, ze
rozprawa zawiera wyniki na dobrym poziomie naukowym i stanowi wartosciowy wkiad w zakresie
aktualnej tematyki badawczej.

Uwazam, ze rozprawa doktorska mgra Michala Buchaty spelnia wymagania okreslone w Usta-
wie o stopniach i tytule naukowym. Wnosze wobec tego o przyjecie rozprawy i dopuszczenie mgra
Buchaly do dalszych etapow przewodu doktorskiego.




