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i. TEMATYKA ROZPRAWY DOKTORSKIEJ

Rozprawa doktorska pana mgr. Michala Buchaly zostala napisana pod kierunkiem pana
dra hab. prof. UJ. Zenona Jabloniskiego i dotyczy szeregu istotnych i naturalnych py-
tan zwigzanych gltéwnie z wazonymi operatorami przesuniecia (o operatorowych wagach)
dziatajacych na przestrzeniach Hilberta. Szczegélnie wyrdznione sg tu przestrzenie Hil-
berta £5(V) zlozone z sumowalnych z kwadratem ciaggéw indeksowanych wierzchotkami
pewnego drzewa skierowanego V. Autor bada w swojej rozprawie takie zagadnienia jak:
problem uzupelnienia dla wazonych operatoréw przesuniecia na drzewach skierowanych,
w szczegblnosel uzupekienia subnormalne i catkowicie hiperekspansywne, charakteryzacja
m-izometrycznodci operatoréw ztozenia na przestrzeniach z miarg dyskretna, jak réwniez
opis unitarnej réwnowaznosci dwustronnych operatordéw przesuniecia z operatorowymi wa-
gami. Kluczowa role w rozprawie odgrywajg réwniez pewne nowe i interesujace wyniki
dotyczace rozszerzania obcietych ciggdw momentéw na przedzialach niezwartych (0, 00)
1 (0, 1], co stanowi rozszerzenie wczeéniejszych klasycznych twierdzen Kreina i Nudel’'mana.

Rozprawa sktada sie ze wstepu, rozdzialu zawierajgcego niezbedne techniczne preli-
minaria, oraz czterech rozdziatéw zawierajacych zasadniczg tre$é rozprawy i nowe wyniki
Autora. Wyniki opisane w rozdzialach 2-5 rozprawy oparte sg na trzech pracach Dokto-
ranta. Wszystkie z nich sa jednoautorskie i zostaly opublikowane w dobrych czasopismach.
Nie liczac kilku usterek i drobnych uwag redakcyjnych, ktoére wymienie w dalszej czesci tek-
stu, rozprawa napisana jest bardzo starannie i §wiadczy o duzej kulturze matematycznej
Autora. Uzyskane wyniki wymagaly ponadto zastosowania wielu pomystowych argumen-
toéw i polgczenia metod wywodzacych sie z teorii operatoréw, algebry liniowej, czy teorii
miary.

2. GLOWNE TEZY I OCENA ROZPRAWY
Rozdzialy drugi i trzeci rozprawy zawieraja wyniki opublikowane w artykule

[B1] M. Buchala, Subnormal and completely hyperezpansive completion problem for
weighted shifts on directed trees, J. Math. Anal. Appl. 537 (2024), paper no. 128285.
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Autor rozwaza najpierw problem rozszerzania obcigtych ciggéw momentéw na pewnych
podprzedzialach prostej, opisujac dosé szczegdlowo w sekcji 2.1 metody wypracowane
przez Kreina i Nudel’'mana, ktére pozwalaja m.in. scharakteryzowaé ciagi momentéw s =
(s0,.-.,5n) wzgledem miar borelowskich na zwartych przedzialach I C R przez warunek
dodatniodci rozumiany w ten sposob, ze dla pewnego przedziatlu [a,b] C I i dowolnego
wielomianu p € R,[z] nieujemnego na [a,b] mamy os(p) > 0, gdzie oy jest funkcjonalem
liniowym na R,[z] okreSlonym warunkami og(z*) = s; dla k = 0,1,...,n. Charakteryza-
cja ta moze byé tez wyrazona w jezyku nieujemnosci pewnych macierzy stowarzyszonych
z ciggiem s (Theorem 2.6). Jezeli ciag s jest dodatni, ale nie spelnia ostrej nieréwnosci
os(p) > 0 dla kazdego nieujemnego wielomianu p, to nazywamy go singularnie dodat-
nim. Warunek singularnej dodatnio$ci jest z kolei scharakteryzowany przez oszacowanie na
funkcje indeksu ind;(s) < 3.

W sekcji 2.2 Autor otrzymuje odpowiedniki tych twierdzen dla przedzialéw I = (0, co)
oraz I = (0, 1]. Przeniesienie charakteryzacji ciggdw momentéw przez dodatnio$é na do-
wolny podprzedzial I < R (Theorem 2.10) jest doéé¢ prosta obserwacjg, jednak kolejne
twierdzenie 2.13 ([B1; Thm. 3.8]), ktére charakteryzuje $Scisty dodatnioéé s przez wa-
runki: ind;(s) = [22] dla I = (0,00) oraz ind;(s) = %2 dla I = (0,1] jest dalece
nietrywialne. Autor uzyskuje réwniez twierdzenia o jednoznacznosci miary indukujacej
dany ciag momentéw s w obu przypadkach I = (0,00) oraz I = (0,1}, pray czym jej
atomy sa jawnie opisane jako pierwiastki pewnych wielomianéw zwigzanych z s {wnio-
ski 2.14 i 2.15). Autor nastepnie wykorzystuje te wyniki, aby zaproponowaé nowe podej-
$cie do problemu wstecznego rozszerzania skonczonych ciaggéw momentéw na (0, c0) i (0, 1].
Pewne wyniki dotyczace rozszerzania ciggébw nieskonczonych zostaly uzyskane w pracach
Szafranca i Wrighta. W swojej rozprawie Doktorant zajmuje sie jednak inng sytuacja,
w ktérej chcemy znaleZé rozszerzenie s’ = (s_g,...,5-1,50,51,---,5,) Ciagu momentoéw
s = (80,81,...,8,) C [0,00). Jeden z gtéwnych wynikéw tej czesci, tj. twierdzenie 2.19
([B1; Thm. 4.4]) podaje prosta charakteryzacje Scistej dodatniosci rozszerzenia o jedng
wspblrzedng w lewo, tj. 8’ = (s-1,80,. .., Sn). Dalsze wyniki (twierdzenia 2.22-2.25) opi-
suja kolejne momenty w ciggach dodatnich na I = (0, 0o) oraz I = (0, 1]. Metody dowodowe
uzyte w tej czesci rozprawy gléwnie opieraja sie na elementarnej teorii miary i algebrze
liniowej, ale przedstawione rozumowania sg pomystowe 1 do$¢ ztozone technicznie.

Rozdzial drugi zawiera kilka drugorzednych usterek redakcyjnych:

« Na str. 13 w definicji funkcji indj(p) niewlasciwe jest uzycie jednoczesnie warunku
¢ € supp p oraz funkcji Xsuppp; Powinno tam byé oczywiscie sumowanie po ¢ € 1.

. Na tej samej stronie wystepuje blad w definicji ind;(s); zamiast znaku supremum
powinno by¢ minimum (tak jak w artykule [B1] na str. 5).

. W wypowiedzi twierdzenia 2.23(i) chodzilo zapewne o przedzial (t1((sk+1,-- -, Sn)), 00).

Opisane wyzej wyniki sg kluczowe do wykazania gléwnych twierdzen rozdziatu trze-
ciego rozprawy dotyczacych uzupelniania wazonych operatoréw przesuniecia na drzewach
skierowanych. Méwiac precyzyjniej, rozwazamy tu operatory na przestrzeni £5(V;, ), gdzie

Vas =1-7:7€NN[0,c -1} U{(5,j): 1€ NN [l,n], j € Ny}

jest zbiorem wierzcholkéw drzewa skierowanego z jednym rozgalezieniem, ktérego zbidr
krawedzi to

E"I,K = {((7'7.7)’(7”.7 + 1)) teNN [L"]a .7 S NI}U
U{(=j—j+1): j e NN L} UL, 1)): i € N L7}
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Majac dany uklad zespolonych wag A = (A¢)ecr indeksowanych krawedziami grafu skiero-
wanego (V| F) i spetiajacy warunek

sup > [Awwy]? < 0.
eV {ueV: (vu)eE}

okreslamy operator przesuniecia Sy € B(£2(V')) na bazie kanonicznej wzorem

Shée, = Z )\(v,u)eu (’U & V)

{ueV: (vu)eE}

Twierdzenia 3.3 i 3.10 sg gléwnymi wynikami rodziatlu trzeciego i rozwiazuja one pro-
blem charakteryzacji istnienia odpowiednio: subnormalnego i calkowicie hiperekspansyw-
nego uzupenienia Sy dla danego uktadu wag {\_;}5z3 U {Aij}ii-; z ustalonym p € Ny,
gdzie k € N jest skonczona. Twierdzenia te uogdlniajg wezesniejsze wyniki uzyskane przez
Exnera, Junga, Stochela i Yuna i stanowia istotny wkiad w problem istnienia uzupelnien
wazonych operatoréw przesuniecia; przykladowo — odpowiednik twierdzenia 3.3 rozprawy,
wykazany wcze$niej przez przywolang wyzej czworke autoréw dotyczyl jedynie sytuacii,
gdzie k = 11 p = 2. Doktorant omawia réwniez problem uzupelnienia subnormalnego
w przypadku s = oo, ktory jest problemem otwartym, jednak istniejg interesujace cze-
$ciowe wyniki, jak np. twierdzenie 3.8 rozprawy.

Jezeli chodzi o zawarto$¢ rozdziatu trzeciego, to mam nastepujace, raczej drugorzedne,

uwagi krytyczne:

« W definicji 3.1 uzywamy operatoréw przesuniecia danych przez ciagi wag indeksowane
wierzcholkami drzewa, a nie jego krawedziami. Definicja takich operatoréw formalnie
nie pojawia sie we wczeSniejszym tekscie rozprawy, jest ona za to uzyta w artykule
[B1]. Przed podang w rozprawie definicja przydatoby si¢ wyttumaczenie, ze wagi po-
staci A_; 1 A;; utozsamiamy z wagami indeksowanymi odpowiednimi krawedziami V,, ,,
(w jezyku definicji podanej na str. 11).

» W lemacie 3.2 powinno by¢ oczywidcie Sy € B(€2(V,,.))-

« Symbol ,u;"l uzyty na goérze strony 35 nie zostal wyjasniony. Podobnie, nie zdefiniowano
pojecia miary , K-atomowe]”, ktore jest uzyte np. w wypowiedzi twierdzenia 3.3

. Brakuje formalnego okreslenia tego, co rozumiemy przez uzupelnienie operatora Sy €
B(£3(Vy,.)) (mamy tylko definicje p-generation completion), tak jak jest to na str. 3
artykulu [B1]. OczywiScie nietrudno domyélié sie, o co chodzito Autorowi.

Treé¢ rozdziatu czwartego oparta jest na pracy

[B2] M. Buchata, M-isometric composition operators on discrete spaces, Complex Anal.
Oper. Theory 18 (2024), article no. 158,

ktéra dotyczy klasyfikacji graféw odpowiadajacych operatorom zlozenia na przestrzeni
L*(p) z miarg dyskretng p. Jak pokazuje Autor w twierdzeniu 4.5, jezeli T: X — X jest
odwzorowaniem zbioru przeliczalnego w siebie, a odpowiadajgcy mu graf Gr = (Vr, Er),
gdzie Vo = X i Ep = {(Tz,z): © € X}, jest spdjny, to albo Gr jest drzewem skierowanym
bez korzenia, albo ma pewna, specyficzng postaé (*) opisang warunkami kombinatorycz-
nymi. Autor zajmuje sic w dalszej czedci pracy sytuacjg, gdy zbiér X wyposazony jest
w miare dyskretng p spelniajacag p({x}) > 0 dla kazdego z € X oraz okreslony jest uktad
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wag Ar = (Ae)ecr Wedlug wzoru Ay, ) = \/ u({v})/u({u}). Nietrudno wéwczas zauwazy¢,
ze odpowiadajacy temu ukladowi wazony operator przesunigcia Sy, jest ograniczony wtedy
i tylko wtedy, gdy pochodna Radona-Nikodyma hg miary po T wzgledem u jest funkcja
ograniczona. Co wiecej, okazuje si¢ Sy, jest unitarnie réwnowazny z operatorem zlozenia
Crf = foT, co jest jawnie opisane w lemacie 4.6. Jezeli chodzi o ustalenie tych zalozen,
mam nastepujacg uwage:

. Napis u o T « u jest oczywiscie poprawny, ale troche mylacy, bo sprawa sprowadza
sie w gruncie rzeczy do tego, ze u(A) > 0 dla kazdego A # @. Podobnie, zamiast
hr € L®(X) moze lepiej bylo napisaé hy € £2°(X).

W sekcjach 4.2 i 4.3 Autor zaklada, ze graf Gr jest spdjny i ma wspomniang wy-
zej postaé (x). Gléwne wyniki tych dwoch sekeji to odpowiednio: charakteryzacja m-
izometrycznosci operatora Sy, (twierdzenie 4.14, [B2; Thm. 5.5]) oraz charakteryzacja
subnormalnoéci Sy, (twierdzenie 4.19, [B2; Thm. 6.2]). Obie wspomniane wyzej charak-
teryzacje sg doé¢ skomplikowane, ale eleganckie. Warto zaznaczyé, ze twierdzenie 4.14
pozwala na uzyskanie bardzo ladnego uogdlnienia wyniku Koémidera i Jablonskiego doty-
czgcego zwigzku miedzy operatorami 2-izometrycznymi a catkowicie hiperekspansywnymi.
Jak pokazal Autor w twierdzeniu 4.15, te dwie wlasnoéci sg dla operatoréw postaci S,
réwnowazne w przypadku dowolnego grafu Gr postaci (). Sekcja 4.3 réwniez zawiera
uogblnienie wyniku Koémidera i Jablonskiego dotyczace charakteryzacji subnormalnodci
dualu Cauchy’ego S5 = Si,(S},.9),)"" dla 2-izometrycznego operatora S,. Dowody,
podobnie jak poprzednio, sg tu w duzej mierze algebraiczne; wielokrotnie jest tu wykorzy-
stywane np. twierdzenie Kroneckera-Capellego.

Ostatnig czeSc rozprawy stanowi rozdzial pigty, oparty na pracy

[B3] M. Buchala, Unitarily equivalent bilateral weighted shifts with operator weights,
Opuscula Math. 44 (2024).

W pracy tej Autor zajmuje sie problemem charakteryzacji unitarnej rownowaznosci opera-
toréw dwustronnego przesuniecia z operatorowymi wagami. Niech (S;)icz, (Ti)icz C B(H)
beda jednostajnie ograniczonymi ciggami operatoréw quasi-odwracalnych na przestrzeni
Hilberta H. Rozwazamy tutaj operatory S, T € B({y(Z, H)) okreslone wzorem S(;);cz =
(Si%i-1)iez, 1 analogicznym dla T'. Gléwnym wynikiem tej czesci rozprawy jest twierdze-
nie 5.1 ([B3; Thm. 3.1]), ktére jest odpowiednikiem pewnego twierdzenia Lamberta i kt6-
rego dowdd jest dhugi i technicznie skomplikowany. Twierdzenie to podaje opis izometrii
Uy € B(H,{5(Z, H)) okreslonej jako Ugz = U(...,0,z,0,...) {x na zerowej wspélrzednej),
gdzie U jest operatorem unitarnym spelniajacym US = TU. Autor wyodrebnil cztery tech-
niczne wlasnoéci izometrii Uy, ktore sg rownowazne unitarnej réwnowazno$ci operatoréw S
i T. Prostym wnioskiem z powyzszego twierdzenia jest elegancki wynik (wniosek 5.3), ktéry
stanowi rozszerzenie twierdzenia Lamberta dotyczacego przesunieé jednostronnych, i ktéry
méwi, ze dla dowolnych ciagbw (S;)icz, (Ti)icz operatoréw unitarnych odpowiadajace im
operatory dwustronnego przesuniecia S i T sg unitarnie réwnowazne. Twierdzenie 5.1 nie-
sie za sobg réwniez serie innych ciekawych wnioskéw, m.in. interesujacym faktem jest to, ze
przy zalozeniach twierdzenia 5.1 operator unitarny U € B(¢3(Z, H)) daje unitarng réwno-
wazno$¢ miedzy S i T wtedy i tylko wtedy, gdy daje réwnowazno$é miedzy odpowiednimi
czynnikami w rozkladach polarnych tych operatoréw (twierdzenie 5.8).
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W sekeji 5.2 Autor zajmuje sie sytuacja, gdy ciagi (S:)iez, (T:)icz skladaja sie z jed-
nostajnie ograniczonych, dodatnich, komutujgcych operatoréow, z ktérych kazdy ma dwie
rdézne wartodci wlasne. W tym przypadku, jak méwi twierdzenie 5.10, unitarna réwnowaz-
noéé¢ S 1T, o ile zachodzi, moze by¢ zrealizowana przez operator unitarny z co najwyzej
dwiema niezerowymi przekatnymi. Dow6d tego twierdzenia jest ponownie do$é zlozony
technicznie; wymaga pomystowego operowania czeSciowymi izometriami i odwolywania sie
do kilku lematéw — w tym do jednego z wnioskéw z twierdzenia 5.1.

Poza opisanymi weze$niej uwagami chciatbym wymieni¢ jeszcze kilka innych bardzo
drobnych usterek, ktére znalazlem w rozprawie:

« Uzyta na stronie 7 symbolika E, i F, wyglada na kolizj¢ oznaczen.

. Definicja widma podana na stronie 8 jest nieprawidtowa; operator 7' — Al ma by¢
oczywiscie nieodwracalny.

. Na stronie 9, w 3 wierszu od dotu powinno by¢ py.

. Na stronie 11, w wierszach 5 i 13 od dolu powinno by¢ #3(V') zamiast V.

« W kilku miejscach Zle uzywane sg przedimki, np. na str. 8 powinno by¢ ,,a sequence
of subspaces”’, na str. 15 jest podwdjne ,the”, na str. 44 powinno by¢ ,on a discrete
space”, natomiast na str. 47 ,.an example of a graph”.

3. KONKLUZJA

Zawarto$é merytoryczng rozprawy oceniam wysoko i nie mam watpliwosci, ze prezentuje
ona poziom, ktéry jest wymagany od rozpraw doktorskich z matematvki. Zawarte w roz-
prawie wyniki sg interesujace i glebokie, odpowiadajg na naturalne pytania i naturalnie
rozwijajg stan wiedzy na temat uogélnionych operatoréow przesunigcia. Wyniki opatrzone
sg rowniez wieloma tadnymi i bardzo trafnymi przykladami. Uwazam, ze przedstawiona
praca stanowi znaczacy wklad w teorie operatoréw na przestrzeniach Hilberta. Rozprawa
jest ponadto napisana bardzo starannie, a wymienione w tej recenzji uwagi i usterki maja
charakter drugorzedny i nie wplywaja na ogdlna, wysoks ocene rozprawy.

Uwazam, ze przedstawiona mi do oceny rozprawa doktorska pana mgr. Michala Buchaly
zawiera oryginalne rozwigzanie problemu naukowego oraz catkowicie spelnia wymagania
ustawowe, opisane w ustawie z dnia 20 lipca 2018 r. — Prawo o szkolnictwie wyzZszym

Z pelnym przekonaniem wnosze o dopuszczenie pana mgr. Michala Buchale
do dalszych etapéw przewodu doktorskiego.

Froco € Ikl

Tomasz Kochanek



