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Dynamical properties related to the Besicovitch pseudometric
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Wstep. Rozprawa doktorska poswiccona jest badaniu whasnosei topologicznych i
teorio-miarowych uktaddow dvnamiczuyeh. a doktadnic] odwzorowan ciagtveh na
przestrzeniach zwartych., Glownym celemn rozprawy jest wvjasnienic zaleznoscei
poutiedzy rdéznymni wersjami wlasnosci specviikacii 1 ledzenia. gdy sa one roz-
patrywance w swoich stabszyveh wersjach i spehiane sg " w $redniej”. Pierwotne
pojecia speeyviikacji 1 $ledzenia maja swoje Zrédlo w badaniach gladkich ukla-
ddw 1 odegraty kluczows rolg, jeszeze w poprzednim wicku (np. klasvezue prace
Bowena z lat 70-tych 1 80-tych), do rozwiazywania waznych problemdw, m.in.
istnicnia i jedyunoscl miar maksyimalizujacych entropie. W ostatnich 15-tu latach
tematyka zwiagzana z wlasnosciami specyfikacji 1 §ledzenia (oraz ich modyfikacji)
przezywa pewien renesans, zwiazany z intensyfikacja badait nad struktura miar
niczimicnniczych. mozliwymi wartodciami entropii Kohnogorowa-Sinaja, czy ba-
danicm gladkich uktaddéw dynamicznych z osobliwosciami lub na rozmaitodciach
niczwartyeh. Jednak obok gléwnego nurtu badan zagnicZdzit si¢ dosé duzy ilo-
sciowo obszar badan dotykajacy tviko pojeé waznych. ale majacy luZny zwiazek z
fundamentaluyini problemami. Wyglada to czasami na kreowanie pojeé i badanie
relacji pomiedzy nimi, bez glebszych refleksji na temat ich potencjalnvch walordw
dla rozwigzywania probleméw fundamentalnych.

Gléwne zainteresowanic oceniancj rozprawy skupia si¢ wokot wlasnodei sledze-
nia i speeytikacji "w drednicj”, co daje mozliwosé wykorzystania psecudo-metrvki
Besicovitcha w roznveh swoich wersjach. Prazyv okazji. w rozprawic rozwinicto na-
rz¢dzia korzyvstajace z pscudo-metrvki Besicovitcha w celu dowodzenia zacho-
wywania wiasnoscei spektraluyveh ergodveznych miar niczmicnniczych przy przej-
$ciach granicznych. Sa to wyniki zawarte w rozdziale 3, ktory stanowi nicco osobna
cz¢S¢ rozprawy. biorac pod uwage tematyke. ale spdjna z caloscia ze wzgledu na
wspolny aparat dowodowy oparty na zastosowaniu pscudo-metryki Besicovitcha.

Rezultaty przedstawione w rozprawic pochodza z trzech wspédtautorskich ar-
tykutdow naukowvch. Jeden z nich jest opublikowany w czolowvin czasopi$mic
branzowym Ergodic Theory and Dynamical Systems (zawicrajacy wyniki roz-
dzialu 4). podezas, gdy dwa pozostale (zawicrajace wyniki rozdziatéw 3 1 5) maja
forme preprintéw zamieszezonych w repozytorium arXiv.

Omoéwienie rezultatéow. Rozprawa zaczyvna sic od napisancgo dosé formalnice 1
sucho wprowadzenia (rozdziat 1), oraz rozdziatu 2, w ktorym autor przedstawia
pojecia niczbedne do zrozumicnia rezultatow i dowoddéw znajdujacych w glownej
merytorveznej czedel rozprawy. skladajacej si¢ z rozdziatow 3, 41 5.
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Gléwnym celem rozdziahu 3 jest udowodnienie twicrdzenia 3.3.4, ktore mowi,
ze dla ustalonego ciaglego odwzorowania T' przestrzeni zwartej X jesli (uy)x jost
ciggiom crgodyveznvch miar niczmienniczych zbhicznvm do miary ergodycezue] jo w
sensic metryki, ktéra jest odpowiednikicn standardowej metryki d Ornsteina., to
widma (ich dyskretne czesei) ciggu ukladéw (X. T jy.) zbicgaja (w pewnym sen-
sic) do widma (X, T, i2). Mimo, zc wigkszod¢ argumentoéw uzyvtych w tyin rozdziale
jest cfcktem prostej strategii: jesli mamy dwic miary niczmniennicze i ich punkty
generujace sa bliskie w sensic pscudo-metrvki Besicovitcha, to calki wzgledem
tveh miar sy bliskie, to nicktére z rezultatow tego rozdzialu zasthuguja na wicgk-
sza uwage. Kluczowy tutaj jest wniosck 3.2.4, ktory wyjasnia relacje pomiedzy
odlegloscia Ornsteina pomiedzy miarami oraz pscudo-odlegloscia Besicoviteha
pomigdzy ich punktami generujacymi i quasi-generujacvmi. Dowdd tego wnio-
sku (tak naprawde zawarty w dowodzic twicrdzenia 3.2.1) jest dodé pomystowy.
Ponadto, oba wspominane rezultaty (twicrdzenia 3.2.1 i wniosck 3.2.4) sa kluczo-
wym clementem prowadzacym clegancko do dowodu gléwnego twicrdzenia 3.3.4.
Rozdzial 3 koniczy si¢ zastosowanicm gléwnego rezultatu (jego wersji) do tzw.
ukladow B-wolnych. ale to zastosowanic mmnic specjalnic nie przckonuje. bo unie
wnosi zadnej nowej wiedzy na temat miary Mirskiego.

Zdecydowanic najbardzicj wartosciows czedcig rozprawy jest rozdzial 4, w kto-
rym wyjasniono zaleznosci pomiedzy takimi pojeciami, jak d-przyblizanic (d-
approachability), d-§ledzenic (d-shadowing). d ys-przyblizanic (da-approachability)
oraz d p-stabilnoéé dla uktadéw shiftowveh. Wlasnosci przyblizania oznaczaja, 2c
uktad shiftowy jako zbidr jest przyblizany przez swoje markowowskic aproksy-
macje w metryce Hausdorffa df indukowancj przez pscudo-metryke d lub zbiér
miar niczmicnniczych jest przyblizany przez zbiory miar niezmienniczych swoich
markowowskich aproksymacji w metryvce d¥,. Whasnogé du-stabilnosci, z grub-
sza moéwiac, oznacza, z¢ male stabe zaburzenia miar niczimmicnniczych sa maltymi
zaburzeniami miar niczmicnniczych réwnicz w metryce dag.

Jednym z najwazniejszych rezultatdéw rozdziatu 4 jest Proposition 4.2.3 mowia-
¢y, #¢ d-$ledzenic implikuje d y-stabilnogé. Mimo, ze dowdd togo rezultatu nic jost
zaawansowany, to wraz z twicrdzenicm 4.1.5 (z artykuhu [26]) stoi u podstaw kon-
strukeji proksymalnego oraz minimalnego przyktad ukladu d,-stabilnego. Oba
przyvklady sa bardzo cickawe, a ich konstrukcja polega na zgrabnym okreslenin
ciggu micszajacych ukladéw markowa, ktéry jest zbiciny w d¥. Wspomniane
przyklady stanowia najbardzicj nowatorski oraz technicznic zaawansowany frag-
ment rozprawy, ponadto odpowiadaja one pozytywnic na otwarte pytanic Tima
Austina na temat istnicnia uktadéw das-stabilnyeh bez wlasnosei specyfikacii.

Rozdzial 4 zawicra réwnicz pouczajaca dvskusje na temat roznic pomigdzy
zbicznoécia w d¥ oraz (Zf{,t. Tutaj rownicz autorzy musicli si¢ wykazaé pomysto-
woscig.

Gloéwnym celem rozdziaht 5 jest pokazanie rownowaznosci pojeé asymptotyez-
nej srednicj wlasnosei $ledzenia i nicprecyzyjnej specytikacji (vague specification),
patrz twicrdzenic 5.3.5. To trochg dziwne, ze autor tego picrwszego pojgcia, ktore
jest znacznic pdznicjsze, nic zauwazyl tego faktu. Rozdzial 5 konczy przykiad
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uktadu shiftowego. ktéry posiada wlasnodé asvmptotveznego $rednicgo $Sledze-
nia i jest proksymalny co wyklueza klasvezie i stabe wlasnosei speeyfikacji. W
ten sposdb nicprecyzyjna specyfikacja jest istotnice stabsza od stabej specyfikacji.
Inna sprawa, ze rdznica pomiedzy asvimptotvezng Srednig wlasnoscia ledzenia
oraz stabg specyfikacja byla juz znana, ale jak dobrze zrozumialem nie w petni
zinterpretowana.

Ocena rozprawy. Rozprawa nicwatpliwic zawicra orvginalue rozwigzania pro-
blemow dotyvezacyeh relacji pomigdzy nicklasycznymi pojeciami zwigzanyvini ze
Sledzenicm, specviikacja oraz naturg zbioréw miar niezinienniczych. Zdecydo-
wanic najcickawszg oraz technicznic zaawansowang czedcia rozprawy jest roz-
dzial 4, ktory jost zwicticzony dwoma przykladami uktadéw dag-stabilnych. ktére
sa proksymalne lub minimalne. Zaréwno same przvktady oraz kombinacja argu-
mentéw prowadzagceych do konkluzji sg eleganckie. cickawe 1 skomplikowane. Nie
przyv wszystkich rezultatach zawartveh w rozprawie miatem te same odezucia.

Rozprawa jest napisana dobrze choé nic oznacza, ze czyta si¢ ja latwo. Styl
rozprawyv jest raczej formalny, co nic ulatwia czytania przez czytelnika, ktéry
pierwszy raz zetknat si¢ z wickszoscia rozwazanych pojeé. Badany jest caty gaszez
pojeé, ktére na pierwszy rzut oka nicwiele si¢ od sicbie rézna (czasem faktyeznic
okazujg si¢ by¢é tym samym), bez glebszego wyjasnienia dlaczego taka mnogosé
pojeé badamy. W przypadku czytelnika, ktory nie jest specjalista w temacie, prze-
kopanie si¢ przez wspomniany gaszcz pojgé jest raczej hbolesnym przezyciem. Po-
nadto czytania nie ulatwia brak rzetelnych glebokich motywacji dla rozwaznych
pojeé, ktore moglyby stymulowaé cickawosé czytelnika. Po przeczytaniu rozdzia-
hu 51 dyskusji tam zawartych, moje watpliwosci co do nadmiarowej mnogosci po-
jo¢é jeszeze si¢ poglebity. Mamn wrazenie, ze autor pojecia asymptotveznej srednicj
wlasnosci dledzenia nie do konca przemysélal swoj poniyst i zasiatl wigcej chaosu
niz rozumienia w badania zwigzane z tematyvka rozprawy. By¢ moze przewazyta
wicksza dbatodé¢ o ilosé niz o jakos$é badai.

Jak zwykle przy pisaniu diugich tekstéow, autor roprawy nic uchronit si¢ od
zrobicnia drobnych pomylek, ale na akceptowalnym poziomic. Wymicnione tu
krytycezne uwagi, dotyczace raczej tematyki niz samej rozprawy, nic wplywajg
jednak na moja zdecydowanic pozytywna oceng poziomu rozprawy doktorskicj.

Podsumowanie. W moim przckonaniu rozprawa mgr. Meliha Emina Cana pt.
-Dynamical properties related to the Besicovitch pseudometric” spelnia ustawowe
i zwyczajowe wymogi stawianc rozprawom doktorskim, w szczegolnosci rozprawa
prezentuje oryginalne rozwigzanic problemu naukowego wvmagane przez ustawg.
Uzyskane przez kandydata wyniki $éwiadeza o dobrym opanowaniu warsztatu ma-
tematycznego i wmicjetnodei rozwigzywania problemoéw dynamiki topologicznej.

W zwigzku z tym przedktadam Radzie Dyscypliny Matematyka Uniwersytetu
Jagiclloniskicgo pozytywna recenzje rozprawy oraz wniosck o przyjecic rozprawy
i dopuszezenie joj do dalszych etapow postepowanie w sprawic nadania stopnia

doktora mgr. Mclihowi Eminowi Canowi.
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