INSTYTUT MATEMATYCZNY
P A \| POLSKIE] AKADEMII NAUK

dr hab. Jonatan Gutman, prof. IM PAN
ul. Sniadeckich 8, 00-656 Warszawa
tel: +48 788 830 967, email: y.gutman@impan.pl
https://www.impan.pl/~gutman/

Warszawa, 14 stycznia 2025 r.

Recenzja rozprawy doktorskiej
“Dynamical properties related to the Besicovitch

pseudometric”
mgr Melih Emin Can

Wstep

Rozprawa doktorska, napisana w jezyku angielskim, sktada sie z 77 stron i
jest podzielona na 5 rozdzialéw w tym wprowadzenie. Zawiera spis tresci oraz
bibliografic. Rozprawa zostala napisana pod kierunkiem dra hab. Dominika
Kwietniaka (Promotor), prof. UJ i dra Borysa Kucy (Promotor pomocniczy)
i opiera si¢ na preprincie w przygotowaniu "Sejal Babel, Melih Emin Can,
Dominik Kwietniak, and Piotr Oprocha. Spectrum of invariant measures via
generic points." (Rodzial 3), na artykule "Melih Emin Can, Jakub Konieczny,
Michal Kupsa, and Dominik Kwietniak. Minimal and proximal examples o
d-stable and d-approachable shift spaces. Ergodic Theory and Dynamical Sys-
tems, 1--31, 2024" (Rodzial 4) oraz na preprincie arXiv (arXiv:2411.01556)
"Can, Melih Emin, and Alexandre Trilles. "The equivalence of asymptotic
average shadowing and vague specification properties and its consequences."
(Rozdzial 5). Cheg podkresli¢, ze w odniesieniu do wszystkich tych prac
otrzymaltem o$wiadczenia ze wszyscy autorzy maja rowny wkiad.

Jak tytul rozprawy sugeruje w centrum rozprawy stoi pseudometryka
Besicovitcha. Jej definicja jest dos¢ prosta: Niech (X,T") bedzie topolog-
icznym ukladem dynamicznym i p metryks kompatybilng na X, dla z,y € X

definiujemy:
n—1

Dp(z,y) = limsup = 37 (T (2), T7(0)

n—0
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Rozdzialy rozprawy dotycza réznych aspektéw pseudometryki Besicovitcha
ale mozna je czytaé niezaleznie. Osobiscie uwazam, ze Rozdzial 3 jest naj-
ciekawszg, czeScig rozprawy.

Omowienie tresci rozprawy

Klasycznym pomystem w teorii ergodycznej ktory zastynat poprzez wyko-
rzystanie go przez Katoka i Stepina W ich przetomowym artykule z 1967 r.
jest zbadanie wlasnosci ukladéw dynamicznych, np. okreslanie, czy uklad
ma proste widmo, przy uzyciu aproksymujacego ciaggu uktadéw okresowych.
Bardziej ogolnie, mozna zastapi¢ cigg aproksymujacych uktadéw okresowych
przez aproksymugjgcym ciagiem prostszych uktadéw, dla ktérych mamy peing
wiedze o pozadanej wlasnosci. Taka metoda ma zalety, o ile uzasadnia sig, co
oznacza prostszy i aproksymugjgcy. Zrobiono to dokladnie w rozdziale trzecim
rozprawy. Niech (X, T) bedzie topologicznym ukladem dynamicznym i p me-
tryka kompatybilng na X. Niech M%(X) oznacza zbiér miar ergodycznych
na X. Gléwne twierdzenie trzeciego rozdziatu rozprawy jest nastepujace:

Twierdzenie 3.4.8 (str. 33). Niech (X, T) bedzie topologicznym ukladem
dynamicznym, a {ng}z>1 bedzie scisle rosngcym ciagiem liczb calkowitych
dodatnich. Zalézmy, ze dla kazdego m > 1, z,, € X jest quasi-generyczny
dla pi, € M&(X) wzdhuz {ni}is1. Jezeli istnieje punkt z € X taki, ze
pseudometryka Besicovitcha wzdluz podciggu spetnia

ne—1
: (nx) . : __1_ n mn _
Jlim Dy (7, ) = lim limsup ~ HZ::O p(T™(z), T"(zm)) = 0,

to zachodzi:
1. Istnieje u € M&(X) taki, ze un, — p jako m — oo w topologii *-stabej
i z jest quasi-generyczny dla p wzdtuz {ng}es1;

2. liminf A(pm) = h{p);
m—0o0

o]

Q
3. Spec(X,T,u) < lillcrninf Spec(X, T, pg) := U ﬂ Spec(X, T, u);
—00
K=1k=K

4. Jesli pi, ma (racjonalne) dyskretne widmo dla nieskonczenie wielu m,
to tak samo ma u;
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5. Jesli pn jest calkowicie ergodyczny (odpowiednio, stabo mieszajacy)
dla nieskoniczenie wielu m, to u jest catkowicie ergodyczny (odpowied-
nio, stabo mieszajacy).

Niech 4 < N. Liczba calkowita dodatnia jest nazywana Z-wolng, jesli
nie jest podzielna przez zaden element zbioru %. Zbiér liczb Z-wolnych jest
dany wzorem

Fg =N\ | bN.
beB

Zdefiniuj ng € {0,1}" przez (ng); = 1 wtedy i tylko wtedy, gdy j € Fa.
Domkniecie ciggu 74 nazywane jest Z-wolnym przesunieciem i oznaczane
jest przez X . Definicje te wprowadzili El Abdalaoui, Lemariczyk i de la Rue
w 2015 r. po tym, jak Sarnak w 2010 r. rozpoczal badanie funkcji Mébiusa i
jej kwadratu, funkeji charakterystycznej liczb catkowitych bezkwadratowych,
i przedstawil swoja wcigz otwartg przypuszczenie. Niech Z(k) = {b1,..., b}
z b; < bj, jesli ¢ < j bedzie zbiorem k najmniejszych cztonkéw %. Latwo
zauwazy¢, ze Ny jest punktem okresowym, a Xgpk) jest ukladem okre-
sowym. Oznaczmy przez v jego jedyng niezmienng miare. Jako gléwne
zastosowanie Rozdzial 3 nalezy podaé nastepujacy wniosek, ktéry wynika z
powyzszego twierdzenia i twierdzenia Davenporta-Erd&sa:

Whiosek 3.4.11-12 (s. 34). Istnieje miara ergodyczna v € M5(Xg),
ktora jest nazywana miarg Mirsky’ego, taka, ze vy, — v w * -stabej topologii.
Ponadto miara Mirsky’ego ma h(v) = 0, a uklad (X, 0, ) ma (racjonalne)
widmo dyskretne.

Autor zauwaza, ze daje to nowy dowdd, ze miara Mirsky’ego ma racjon-
alne widmo dyskretne. Byloby bardzo pomocne, gdyby Autor dodat do
tekstu oryginalna definicje miary Mirsky’ego, jaka pojawita si¢ w pracy El
Abdalaoui, Lemanczyka i de la Rue (oparta na szczegblnym przypadku w
pracy Cellarosiego i Sinaja (2013)) i wyjasnil, dlaczego miara uzyskana w
Whiosku jest rzeczywiscie miarg Mirsky’ego. Jest to w rzeczywistosci bardzo
proste, ale nadal bardzo pomocne. Ponadto poréwnanie oryginalnego dowodu
z nowym dowodem byloby bardzo dobrze widziane.

Rozdzial 4 poswiecony jest d-dostepnosci, a takze d-cieniowania i d-
stabilnosci. Niech A bedzie skoriczonym alfabetem. Zbiér X < {0, 1}V
jest nazywany podprzesunigciem nad A, jedli jest niepusty, domkniety i
niezmienny wzgledem przesuniecia. Niech F bedzie zbiorem pewnych stow
w alfabecie A, oznaczonym jako zbiér zakazanych stéw. Oznaczmy przez
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Xz < {0,1} zbiér z € {0,1}" taki, ze zadne stowa z F nie pojawiaja sig
w z. Nalezy zauwazy¢, ze X < {0,1}" jest albo pusty, albo jest podprze-
sunieciem. Podprzesuniecie X nazywane jest przesunieciem typu skoric-
zonego (SFT), jezeli X = Xr dla pewnego skonczonego zbioru zakazanych
stow F. Kazde podprzesuniecie mozna przedstawi¢ jako przecigcie ciggu
SFT w sposob kanoniczny: niech JF,, oznacza zbi6r wszystkich stow w nad A
o dlugosci n + 1, ktére nie wystgpuja w X, wowczas X = ()50 X7,. Pod-
przesuniecie XM := X, nazywane jest n¥™ przyblizeniem Markowa X.
W {0,1}N definiuje sie pseudometryke d, uzywajac odleglosci Hamminga:

J(x> y) = lim sup dHam($[O,n)a y[O,n))-
n—0n

Latwo zauwazy¢, ze pseudometryka Besicovitcha jest jednostajnie réwnowazna
pseudometryce d na {0,1}N. Oznaczmy przez d¥ pseudometryke Hausdorffa

na przestrzeni zbioréw domknietych {0, 1}" generowana przez d. Przestrzen

przesuniecia X < {0,1}" jest nazywana d-dostepna jesli ciagg jej przyblizen

Markowa XM XM ... spemia d?(XM X) — 0 gdy n — co. Gléwnymi

wynikami Rozdzialu 4 jest konstrukcja d-dostepnego proksymalnego pod-

przesuniecia (Przyktad 4.7.1) i d-dostgpnego minimalnego podprzesuniecia

(Podsekcja 4.8). Pierwszy przyktad jest uzywany w Rozdziale 5, jak omaw-

iamy ponize;j.

W niedawnym artykule Downarowicz i Weiss (2024) rozwazali kwestie
zwigzane z podniesieniem generycznych punktéw faktoréw do quasi-generycznych
punktéw polaczen. Jeden z Ich glownych wynikéw zaktada stabg wlasnosé
specyfikacji. W uwadze dodanej w dowodzie pisza: ,Podczas sprawdzania
dowodéw naszego artykulu dowiedzielismy sie o starym artykule T. Ka-
mae (1976), ktory zawiera wyniki czeSciowo pokrywajace si¢ z naszymi.
Whprowadza on mglista wlasnosé specyfikacji (v.s.p.), na mocy ktérej udowad-
nia twierdzenie o podniesieniu podobne do naszego. Relacja miedzy v.s.p. a
stabg specyfikacja pozostaje do wyjasnienia”. Rozdzial 5 calkowicie rozwigzuje
ten problem. Rzeczywiscie, niech (X,T) bedzie topologicznym ukladem dy-
namicznym, a p kompatybilng metryksa na X. Ciag € X*® nazywamy
asymptotyczna $rednig pseudoorbita dla T' lub mglista pseudoor-
bita dla T, jesli

1 n—1

Jim = Z(]) p(T(w:), %i41) = 0.
W rzeczywistosci mgliste pseudoorbity zostaly zdefiniowane inaczej przez
Kamae (1976), ale Autor dowodzi, ze podana definicja jest réwnowazna. Oz-

naczmy ;. = {T"(z)}ns0 € X®. Topologiczny ukiad dynamiczny (X,T) ma
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wlasnoéé asymptotycznego $redniego cieniowania, jesli kazda asymp-
totyczna $rednia pseudoorbita z € X® dla T jest $ledzona przez z € X w tym
sensie, ze Dp(zr,z) = 0. Topologiczny uktad dynamiczny (X,T) ma wlas-
noéé mglistej specyfikacji, jesli dla kazdej mglistej pseudoorbity z € X%
dla T istnieje z € X takie, ze dla kazdego ¢ > 0 zachodzi (wzgledem gestosci
asymptotycznej d(-))

d({neN: p(T"(z),z,) <e}) = 1.

Kamae wspomina, ze dyfeomorfizmy Anosowa i topologicznie mieszane pod-
przesuniecia skoriczonego typu sa przykladami uktadéw o mglistej wlasnosci
specyfikacji. Gléwnym wynikiem Rozdzialu 5 jest

Twierdzenie 5.3.5 (s. 68). Topologiczny uktad dynamiczny (X,T) ma
mglistg wlasnoéé specyfikacji wtedy i tylko wtedy, gdy (X,T) ma wtasnosé
asymptotycznego $redniego cieniowania.

Zaskakujacy jest to, ze rozprawa nie zawiera definicji stabej wlasnosci
specyfikacji. Przypomnijmy ja tutaj. Niech v: N — N bedzie dowolng
funkcjg. Rodzina segmentow orbity ¢ = {T1%](z;) 7, jest specyfikacja
v-odstepna, jesli a; — b;—1 = v(b; — a; + 1) dla 2 < i < n. Specyfikacja
N-odstepna jest specyfikacja v-odstepna, gdzie v(n) = N dla wszystkich
n € N. Specyfikacja £ = {T[“J"bi](xj)}?zl jest e-§ledzona przez y € X, jesli

o(TH (), TF(x;)) <e dlag;<k<bil<i<n

Uklad (X,T) ma wlasnosé specyfikacji, jedli dla dowolnego € > 0 ist-
nieje stala N = N(e) € N taka, ze dowolna N-odstepna specyfikacja § =
{T[“J"bﬂ'](:cj)};Ll jest e-éledzona przez pewien y € X. Uklad dynamiczny
(X,T) ma slabg wlasnosé¢ specyfikacji, jesli dla kazdego ¢ > 0 istnieje
niemalejaca funkcja M,: N — N z M,(n)/n — 0 jako n — oo taka, ze kazda
M. -odstepna specyfikacja jest e-§ledzona przez pewien punkt w X. Kwiet-
niak, Lacka i Oprocha (2016) wykazali, ze jesli topologiczny uklad dynam-
iczny ma wtasnosé¢ stabej specyfikacji, to ma on wlasno$¢ asymptotycznego
$redniego cieniowania. W polaczeniu z powyzszym twierdzeniem daje to:

Whiosek 5.3.7 (s. 69). Jesli topologiczny uklad dynamiczny ma whasnosé
stabej specyfikacji, to ma wlasnosé mglistej specyfikacji.
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Co wiecej, Autor pokazuje, ze Przyklad 4.7.1 wymieniony powyzej ma wlas-
nos¢ mglistej specyfikacji, ale bez wlasnoéci stabej specyfikacji. Zatem klasa
ukladéw z wlasnoscia mglistej specyfikacji Scisle obejmuje klase ukladoéw z
wlasnoscia stabej specyfikacji. Poniewaz Rozdzial 5 jest inspirowany pracy
Downarowicza i Weissa (2024), stad naturalne jest pytanie, czy Ich wyniki
udowodnione przy zatozeniu wlasnosci stabej specyfikacji zachodza przy za-
lozeniu wiasnoéci mglistej specyfikacji. Rzeczywiscie Kamae (1976) uzyskal
podobne wyniki przy zalozeniu wiasnosci mglisteej specyfikacji. Niestety, to
pytanie nie jest oméwione w rozprawie.

Konkluzja

Rozprawa jest oparta na artykule opublikowanym w "Ergodic Theory and
Dynamical Systems" oraz na dwoéch preprintach. Wedlug wykazu czasopism
naukowych Ministerstwa Edukacji i Nauki "Ergodic Theory and Dynamical
Systems" jest czasopismem o 140 punktach, kategoria do ktérej naleza bardzo
dobre i doskonale czasopisma.

Art. 187 ust. 2. prawa o szkolnictwie wyzszym t nauce stwierdza, ze
Przedmiotem rozprawy doktorskiej jest oryginalne rozwiazanie problemu
naukowego, oryginalne rozwiazanie w zakresie zastosowania wynikéw wias-
nych badai naukowych w sferze gospodarczej lub spolecznej albo oryginalne
dokonanie artystyczne.”.

W moim przekonaniu rozprawa mgra Meliha Emina Cana “Dynamical
properties related to the Besicovitch pseudometric” spelnia ustawowe 1 zwycza-
jowe wymogi stawiane rozprawom doktorskim. W zwigzku z tym przed-
kladam Radzie Dyscypliny Matematyka Uniwersytetu Jagielloriskiego wniosek
o przyjecie rozprawy i dopuszczenie mgra Meliha Emina Cana do dalszych
etapow przewodu doktorskiego.

Jonatan Gutman

Wﬂ @Maﬂ,



INSTYTUT MATEMATYCZNY
P \ N| POLSKIE] AKADEMII NAUK

Literowki

1.

Rozprawa zawiera wiele odnos$nikéw bez precyzyjnej lokalizacji. Nalezy
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