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"Dynamical properties related to the Besicovitch pseudometric"

Informacje wstepne.
Rozprawa doktorska mgr. Meliha Cana liczy 77 stron i sklada sie¢ z pieciu rozdzialéw. Zostala
napisana w jezyku angielskim, pod kierunkiem promotora dra hab. Dominika Kwietniaka oraz
promotora pomocniczego dra Borysa Kucy.

Najwazniejsza merytorycznie cze$¢ rozprawy stanowis rozdzialy 3,4,5, oparte o wspoélau-
torskie prace (numeracja zgodna z bibliografia):

3. S. Babel, M. Can, D. Kwietniak, P. Oprocha, Spectrum of invariant measures via generic
points, (w przygotowaniu, 2024)

10. M. Can, J. Konieczny, M. Kupsa, D. Kwietniak, Minimal and proximal examples of d-
stable and d-approachable shift spaces, Ergodic Th. and Dynam. Sys., online, 2024.

11. M. Can, A. Trilles, Asymptotic average shadowing and vague specification are equivalent,
(w przygotowaniu, 2024).

Przedstawiony do recenzji material jest w miare spojny; rozprawa mgra Cana dotyczy (w
uproszczeniu) badan nad pewnymni wlasnosciami topologicznego uktadn dynamicznego (X, T)
zwigzanymi z klasyczng pseudometryks Besicovitcha Dpg, mierzgca Srednig odleglo§é miedzy
elementami z,y € X wzdluz ich orbit zadanych przez iteracje przeksztatcenia 7.

Omowienie wynikow.

Ponizej omawiam krétko kolejne rozdzialy rozprawy, zalaczajac na biezaco moje uwagi.
Krotki Rozdzial 1 ma charakter wstepny, zawiera pewne uwagi historyczne i mozliwe mo-
tywacje. Autor dosé szczegdlowo opisuje wyniki uzyskane w rozprawie, pojawiaja sie nazwy
wiekszosci pojeé, ktore odegraja dalej znaczaca role; poza tym autor zapowiada niektore z tech-
nik dowodowych, co samo w sobie jest sensownym zabiegiem, generalnie ulatwiajacym lekture.
Juz jednak w owym krotkim rozdziale pojawiajg sie dwa irytujgce bledy:

e wyrazenie (1.2) powinno zawieraé¢ £/ a nie £, w takiej formie kazdy punkt generyczny
jest punktem generycznym w sensie Wienera-Wintnera

o w definicji (1.4) pseudometryki d brakuje warunku j < n.

Rozdzial 2 zawiera spis (podany w sposéb chaotyczny i nie zawsze poprawny, o tym napisze
szerzej) pojeé stosowanych w rozprawie, sg wérod nich klasyczne pojecia z teorii ergodycznej



oraz dynamiki topologicznej. Wsréd najwazniejszych poje¢ pojawiajq si¢: generycznos¢ w sen-
sie Wienera-Wintnera, pseudometryka Besicovitcha, é-$rednia pseudoorbita dla 7', asymptoty-
cznie §rednia pseudoorbita dla T, mglista pseudoorbita dla T, wlasnosé Sledzenia w Sredniej,
wlasnosé asymptotycznego Sledzenia w Sredniej, wlasnosé mglistej specyfikacji; definiowane sg
tez rézne topologie na przestrzeni standéw oraz na przestrzeni miar niezmienniczych. Oto szereg

uwag krytycznych, niektore z nich to uwagi redakcyjne:

e na stronie 6 w rednich ergodycznych raz pojawia sie f o TY(x) a po chwili f(TY(x)),
dlaczego?

e na stronie 7 okrag jednostkowy oznaczany jest w dwoch kolejnych liniach symbolami S
oraz S!, dlaczego?

¢ w ostatniej linii na stronie 7 definiowana jest srednia ergodyczna Wienera-Wintnera
Aulf,€](z) jako + > E7f(T(x)). Tym razem ¢ ma zmienng potege, ale brakuje potegi
przy T, wiec srednia zalezy tylko od €!

e strona 8, twierdzenia 2.1.15 oraz 2.1.16 wydaja si¢ by¢ wazne w kontekécie rozwazan w
rozdziale 3, niestety pozycja [3] jest nieosiagalna.

e strona 9 linia -16, powinno by¢ (Y, S), a nie (Y, T)

e poczatek strony 11, uwagi i oznaczenia zbioru miar niezmienniczych: wszystko to bylo na
stronie 5

e strona 12, w definicji X*° powinno by¢ j € N
e strona 12, w Lemacie 2.3.3 méwi sie: gdzie z € X, a w definicji D, wystepuje z(™

e strona. 16, tuz przed definicjg 2.4.13, nie rozumiem zdania: we call X can be represented
by the graph...

e strona 19, autor definiuje tzw. dziedziczne domkniecie przestrzeni X uzywajac w tym
celu pojecia szyftu dziedzicznego, ale brakuje tu definicji szyftu dziedzicznego (to nie jest
pojecie powszechnie uzywane, moim zdaniem)

e strona 19, Definicja 2.4.24 tzw. "measure center" jest w zasadzie powtorzona na stronie
19, mozna ja wiec pominaé w rozdziale 2.

W Rozdziale 3 autor dowodzi, ze pewne istotne wlasnosci ukltadu dynamicznego, takie
jak posiadanie spektrum dyskretnego, stabe mieszanie, mieszanie, sg zachowane przy przejsciu
granicznym w metryce Besicovitcha. Sciglej (Twierdzenie 3.4.8): jesli dany jest ciag ()
punktéw generycznych dla miar ergodycznych p,, przy czym miary p, majg w/w wlasnosci
oraz granica z ciggu (z,,) w metryce Besicovitcha jest punktem generycznym dla miary p, to
miara graniczna p posiada odpowiednie wlasnodci. Doktorant dowodzi gtéwnego twierdzenia
(Tw. 3.4.8) poprzez ciag pomocniczych lematéw i twierdzeri, postugujac si¢ w miar¢ sprawnie
pojeciem punktu generycznego, pojeciem potaczenia oraz do§é standardowymi i dobrze znanymi
w ukladach dynamicznych technikami teorio-miarowymi. Moje uwagi krytyczne:

e pozycja |3] jest niedostepna i bardzo trudno jest zweryfikowaé wiele z argumentéw rozdzi-
alu trzeciego, skoro autor powotuje si¢ na [3]

e strona 21, linia -17: autor pisze o metryce uogélniajacej pojecie metryki d Ornsteina,
podczas gdy na stronie 17 byta umowa, ze metryka Ornsteina bedzie oznaczana przez dm,
jako, ze symbol d jest zarezerwowany dla jednej z uzywanych w rozprawie pseudometryk!
Koniecznosé uzywania innego symbolu niz d jest ttumaczona co najmniej dwukrotnie, a
i tak autor nie zawsze przestrzega swoich wlasnych regul, co moze by¢ irytujace
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e strona 22, linia 5: autor pisze "repeating the argument provided in the proof of [20, Th.
21|, we see that..."; uwazam, ze takie "zewnetrzne" rozumowanie powinno si¢ pojawi¢ w
rozprawie

o dowdd Twierdzenia 3.2.1, pierwsze dwa zdania to dostowne przepisanie zalozen twierdzenia,
po co to robié¢?

e strona 24, linia -12, ktére rozumowanic autor ma na mysli piszac: we repeat the reasoning
that led us to (3.8)7

e strona 24, Remark 3.2.5: nie jest dla mnie jasne, dlaczego jest istotne i wazne (skoro
autor o tym wspomina), ze zbiory X, oraz X, wystepujace we Wniosku 3.2.4 (2) moga
sktadac sie z regularnych punktéw generycznych w sensie Wienera-Wintnera?

e strona 28, linia 8, powtérka pierwszej uwagi dotyczacej rozdziatu 1, znéw £~ zamiast €77
e strona 28, linia -4, tu po raz pierwszy $rednie Wienera-Wintnera sa napisane poprawnie!

e strona 29, linia -16, nie rozumiem zdania: there exists N; > N such that for every
n>N..

e strona 29, linia -10, co oznacza: there is N; > N, skoro N; juz zostato ustalone?

e strona 30, zdanie o ciggu {n;}, napisane tuz pod Definicjg 3.4.1 jest powtorzeniem tego,
co zostalo napisane tuz przed Definicjg 3.4.1, po co to robié?

e strona 30, zty porzadek nawiaséw w Definicji 3.4.3
e strona 31, linia 1, nie zgadzam si¢ ze zdaniem: Now we see that...

e strona 31, dowod Lematu 3.4.5, uwaga o jednostajnej réwnowaznoscei pseudometryk jest
niepotrzebna, dowod tego byt pél strony wezesniej; symbol 14 nie zostat zdefiniowany

e strona 31, ostatnia linia, "so is " a nie "so does p"

e strona 32, dowdéd Lematu 3.4.6: po pierwsze, co tu jest nowego? Po drugie: miara
empiryczna byla uzywana w poprzednim lemacie, po co przypominaé oznaczenia? Po
trzecie: znow mamy sytuacje, gdzie autor odwoluje sie do zewnetrznego rozumowania,
mozna bylto je przytoczyé jesli jest nietrywialne.

e strona 32, Lemat 3.4.7, punkt 2. Co to jest /7 Ponadto pierwszych sze§¢ linii to trywialne
uwagi i powtoérzenia.

e strona 33, dowdd Twierdzenia 3.4.8 (czyli w zasadzie glownego wyniku tego rozdziatu):
bardzo niedobrze wyglada "dowod" czesci 2, czyli "we combine |29, Lemma 25, Thm. 33
and Thm. 41} to obtain 2".

e strona 34, dowéd Twierdzenia 3.4.11, dlaczego kazdy Xg(m) jest "uniquely ergodic"?

e strona 34, Wniosek 3.4.12, autor moéwi o istnieniu miary Mirskiego. Uwazam, Ze powinno
sie pojawié¢ wezedniej wyjasnienie czym jest miara Mirskiego.

Rozdziatl 4 opiera sig¢ na publikacji [10], nie bedzie wiec zaskoczeniem moja opinia, Ze
rozdzial ten jest najlepiej zredagowanym sposréd wszystkich czesci rozprawy. Autor roz-
patruje tu topologiczne uktady dynamiczne specjalnego typu: przestrzenie symboliczne nad
skoriczonym alfabetem z dzialaniem przesunigcia w lewo (tzw. przestrzenie szyftowe). Dok-
torant koncentruje swa uwage na wlasnodciach d-aproksymowalnogci, d-sledzenia pseudoorbit
oraz d-stabilnogci. Pierwsze dwie wlasnodci zostaly zdefiniowane przez trzech wspotautorow
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doktoranta w niedawno (2023) opublikowanej pracy, w celu lepszego zrozumienia oraz uogdol-
nienia réznych wersji wlasnosci specyfikacji; d-stabilnoéé zostata zdefiniowana przez Austina.
W rozdziale 4 autor prezentuje dowod tego, ze wlasnosé d-§ledzenia pseudoorbit implikuje d-
stabilnosé; dowodzi tez, ze w surjektywnych przestrzeniach symbolicznych z wlasno$cia Sledzenia
pseudoorbit pseudometryka Hausdorffa d pomiedzy przestrzeniami symbolicznymi pokrywa
sie z metryka Hausdorffa d¥, pomiedzy sympleksami miar niezmienniczych, bez whasnosci
$ledzenia pseudoorbit powyzsza relacji nie zachodzi. Ponadto doktorant prezentuje przykiady
minimalnych przestrzeni symbolicznych oraz proksymalnych przestrzeni symbolicznych z wias-
nodcig d-aproksymalnosci; oba przyklady sg uzyskane jako przekroje ciagéw symbolicznych
przestrzeni soficznych o pewnych dodatkowych wtlasnosciach, konstrukeje sg bardzo pomystowe
1 istotnie nietrywialne. Moje uwagi dotyczace rozdziatu 4:

e skoro sposéb wprowadzenia wlasnosci d-stabilnosci przez Austina ma status "personal
communication", moze warto byloby wyjasnié, dlaczego pojecie to jest wazne?

o strona 38, linia 13, nie zostalo nigdzie wprost powiedziane co to znaczy, ze punkt 2z’ moze
by¢ Sledzony przez z” (choé¢ mozna sig domysli¢ co to oznacza)

¢ Proposition 4.2.6 nie powinna si¢ w ogoble pojawié

» koniec strony 39 oraz strona 40, pojawia sie pojecie sympleksu Poulsena, warto byloby
przypomnie¢ definicje

e strona 40, linie 5,6, co autor ma na mysli piszac: "the midpoint %(,lh + p2) of the convex
combination of two measures p; and ps..."?7

e strona 40, po Wniosku 4.2.10, czy autor moze podaé bardziej nietrywialny przyklad niz
ten przytoczony?

e strona 41, linie 1,2, prezentowanie tak trywialnych rachunkéw nie przystoi w rozprawie
doktorskiej

e strona 41, linie 23,24, niedobrze aby czytelnik byl zmuszony do lektury [26, Prop. 12],
aby przekonaé sie, jaka nier6wnosé staje sie rownoscia, przy zalozeniu, ze uklady majg
wlasnoéé d-§ledzenia pseudoorbit

o strona 41, dow6d Twierdzenia 4.3.1, po co zamieszczaé (na prawie polowie strony) szkic
dowodu, skoro sam dowdd, choé pomystowy, nie jest przesadnie dtugi?

Rozdzial 5 oparty jest o preprint [11]. Autor bada w nim relacje pomiedzy réznymi wer-
sjami pojecia pseudoorbity oraz réznymi wariantami wlasnosci §ledzenia pseudoorbit. Do
gtownych wynikéw tej czeSci rozprawy zaliczyé mozna Twierdzenie 5.2.11 moéwigce, ze cigg
jest mglista pseudoorbity wtedy i tylko wtedy gdy jest pseudoorbita asymptotyczna w sredniej.
W dowodzie wykorzystuje sie szereg lematéw i twierdzenn pomocniczych, z ktérych jedynie o
Lemacie 5.2.8 mozna powiedzie¢, ze jego (tego lematu) dowod nie jest trywialny. Dowody np.
Prop. 5.2.3, Prop. 5.2.5, Lematu 5.2.9, Lematu 5.2.10 sa banalne i polegaja na prostych ma-
nipulacjach pojeciami domknietosdci, zwartodci oraz definicjami pseudoorbit. W podrozdziale
5.3 autor przyglada sie zwigzkom pomiedzy trzema wariantami §ledzenia pseudoorbit. Uzy-
wajac wprowadzonego wczesniej, naturalnego pojecia zupelnosci w sensie Besicovitcha, autor
dowodzi (Twierdzenie 5.3.4), ze dla ukladéw surjektywnych asymptotyczne §ledzenie w $redniej
jest réwnowazne §ledzeniu w Sredniej, przy zalozeniu zupelnosci w sensie Besicovitcha. Kolejny
wynik (Twierdzenie 5.3.5) moéwi, ze wlasno$é mglistej specyfikacji uktadu topologicznego jest
réwnowazna wlasnosci asymptotycznego $ledzenia w sredniej. Niestety, dowody obu twierdzei
to bardzo prosty cigg manipulacji przer6znymi definicjami. Podrozdziat 5.3 zawiera tez dyskusje
o relacji wlasnosci $ledzenia w stosunku do wlasnosci stabej specyfikacji. Ogoélnie wiadomo, ze
staba specyfikacja implikuje asymptotyczne §ledzenie w Sredniej, wiec implikuje (w §wietle Tw.
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5.3.5) mglista specyfikacje. Doktorant uzasadnia (Wniosek 5.3.10), ze mglista specyfikacja nie
implikuje stabej specyfikacji. Niestety, argument opiera sie¢ o niezdefiniowane w rozprawie po-
jecie wlasnodci prawie specyfikacji oraz o zewnetrzne wyniki méwiace, ze slaba specyfikacja
oraz prawie specyfikacja sg pojeciami niezaleznymi. Mojg bardzo krytyczng ocene Rozdzialu 5
tagodzi ciekawa i nietrywialna konstrukcja uktadu proksymalnego z wlasnoscig mglistej specy-
fikacji (Przyklad 5.4.2, Twierdzenie 5.4.3 1 Wniosek 5.4.4).

Podsumowanie.

W mojej opinii przedstawiona rozprawa doktorska, nawet biorgc pod uwage przytoczone
powyzej uwagi krytyczne, rozszerza wiedze na temat wlasnosci topologicznych ukladéw dyna-
micznych oraz zbiorédw miar niezmienniczych stowarzyszonych z tymi ukladami. Zawarte w
rozprawie wyniki dotyczace zwigzkéw i relacji pomiedzy réznymi wlasnosciami $ledzenia pseu-
doorbit znajduja sie w kregu zainteresowan szerokiego grona matematykow.

Konkluzja.

Uwazam, 7e rozprawa doktorska mgr. Meliha Emina Cana, "Dynamical properties related to
the Besicovitch pseudometric", spelnia wymagania ustawowe stawiane rozprawom doktorskim,
zgodunie z Art. 187 pkt 2 Ustawy z dnia 20 lipca 2018 r. Prawo o szkolnictwie wyzszym i nauce.
Wnosze o dopuszczenie mgra Meliha Cana do dalszych etapéw przewodu doktorskiego.

Jacek Serafin
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