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Recenzja rozprawy doktorskiej mgra Jakuba Banaskiewicza pt.
Periodic orbits for dissipative PDEs - computer assisted approach

Rozprawa mgra Banaskiewicza jest po$wiecona komputerowo wspomaganemu ba-
daniu réwnan rozniczkowych czgstkowych a zwhaszcza istnieniu rozwigzan okreso-
wych i ich stabilnosci. Jest to ciekawy i wazny obszar badawczy, z uwagi na to, ze
daje wglad w ukfady, ktére sg wazne ale trudne do analizy jedynie za pomoca pa-
pieru i otéwka. Dokiadniej, autor rozprawy zajmuje sie uktadem Brusselatora

ut = diugg — (B + 1)u +u?v + Asinz, (z,t) € (0,7) x (0,00),

vy = doUzg + Bu — u?v, (z,t) € (0,7) x (0, 00), ™
u(z,t) = v(z,t) =0, (z,t) € {0,7} x (0, 00),
u(0,z) = u¥(z), v(0,z) =v%(x), z € (0,7)

i rownaniem Chafee-Infante

up = Ugg + Au — b(B)ud, (z,t) € (0,7) x (0, 00),
u(z,t) =0, (z,t) € {0,7} x (0,00), (2)
u(0,z) = u%(z), z € (0,m).

W pracy sg dwa zasadnicze wyniki:
Twierdzenie 1.1 Jeslid; = 0,2, ds = 0,02, A = 1, B = 2, to uktad Brusselatora ma
okresowe rozwigzanie o okresie T' € [7,69666, 7,69667].

Ten wynik zostat opublikowany w pracy [5] (numeracja za rozprawa), napisanej
wspélnie z promotorem i P.Zgliczynskim.

Drugi wynik to:

Twierdzenie 1.2 Jedli A = 2, b(t) = 2 sin(2rt) + 1, to réwnanie Chafee-Infante ma
orbite okresowg u*(¢,-) : R — Cp o0 okresie 1. Co wiecej, istniejg§ > 0,D > 0,k > 0
takie, ze dla dowolnego t;, € R i ciggtych danych poczatkowych u° spetniajgcych
lu*(t) — u¥|c, < & istnieje rozwigzanie u : [tg, 00) — Co, spetniajgce u(ty) = u®
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takie, ze

u*(t) — u(t)cy < De ") |lu* () — ¥y,  dlat > to.

W rozprawie sg jeszcze rozszerzenia obu wynikéw. Bardzo wysoko oceniam twier-
dzenia 1.1 1.2 jak i ich rozszerzenia.

Sama rozprawa ma bardzo dobrg konstrukcje. Mianowicie, wstep, czyli pierwszy
rozdziat, zwiezle przedstawia tto, metody oraz wyniki. Zasadnicze metody pracy
zostaty wprowadzone w postaci narracji, pomijajgcej szczegéty techniczne. Wyniki
pomochnicze zostaly zgrupowane w ostatnim rozdziale. Dzieki temu czytelnik moze
szybko przes$ledzi¢ zasadnicza my$l, nie bedac rozpraszanym szczeg6tami technicz-
nymi.

Rozdziat drugi jest wyktadem materiatu pomocniczego, niezbednego do przedsta-
wienia zasadniczych wynikéw. W szczegélnosci jakby mimochodem pojawia sig tu
pojecie potgrupy operatoréw. Jednakze autor odsyta do innych prac po konstruk-
cje rozwigzan réwnania ciepta i operatora dyfuzji czwartego rzedu. Jednocze$nie
autor wskazuje, ze interesujg go rozwigzania oparte na rozwinigciach w szeregi
Fouriera. Dla kogo$ pracujgcego z pétgrupami operatoréw ten rozdziat zostawia
odczucie niedosytu. Przyktadowo, chciatoby sie zobaczy¢ w rozprawie ogéiny ar-
gument gwarantujgcy spetnienie warunku (BL2).

Rozdziat trzeci traktuje o nieliniowych réwnaniach rézniczkowych w przestrzeniach
Banacha i ktadzie podwaliny pod dowody zasadniczych wynikéw. Formutowane sg
zatozenia, ktére zbiorczo oznacze (B*), jakie musi spetniac potgrupa i nieliniowos¢,
aby zagwarantowac istnienie fagodnego rozwigzania' (and. mild solution), ktére
jest rozwigzaniem réwnania catkowego, bedgcego wzorem na uzmiennianie sta-
tych. Zasadniczo takie podejscie jest dobre. Brakuje mi jednak odwotania do ogél-
nej teorii, ktéra zapewnitaby spetnienie (B*) i zagwarantowata istnienie tagodnych
rozwigzan.

Nastepnie, autor pokazuje, ze warunki (B*) sg spetnione przez (1) i (2) w przestrzeni
L?, umozliwiajgcej wygodng prace z szeregami Fouriera. Jednoczesnie autor poka-
zuje, ze przedstawiona teoria dziata takze dla réwnania Kuramoto-Sivashinsky'ego
(KS). Autor wprowadza do gry réwnanie KS po to, aby pokaza¢, ze wprowadzona
teoria zagadnien nieliniowych jest na tyle bogata, ze obejmuje inne zagadnienia,
pozostajgce poza gtéwnym nurtem rozprawy. Cieszy mnie takie podejécie.

W podrozdziale 3.5 autor przedstawia kluczowg metode teoretyczng, jaka jest tzw.
réwnanie wariacyjne. Mozna je okresli¢ jako uktad pozwalajacy jednoczesnie sle-
dzi¢ badany uktad i jego linearyzacje. Jest to istotne z numerycznego punktu widze-
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nia, bo pozwala na panowanie nad pochodng rozwigzania. Nastepnie autor wypro-
wadza réwnanie wariacyjne dla (2), co jest kluczowe dla dowodu twierdzenia 1.2, i
dla réwnania KS.

Rozdziat czwarty przedstawia algorytmy doktadnego catkowania réwnan réznicz-
kowych. Warto nadmieni¢, ze metody oparte na dyskretyzacji réwnan w typowym
przypadku dajg oszacowanie globalnego btedu dyskretyzacji w postaci iloczynu lo-
kalnego btedu dyskretyzacji i czynnika wyktadniczego. W przeciwienstwie do nich
arytmetyka interwatowa pozwala na doktadne panowanie nad btedem, tj. utrzy-
manie go w zadanym przedziale. W tym celu zbiory danych reprezentowane sg za
pomocg nieskonczonych wektoréw przedziatow, {V;}52,, gdzie przedziat domknie-
ty V; jest zakresem zmiennosci i-tego modu Fourierowskiego albo i-tej wspoétrzed-
nej w wybranej bazie ortonormalnej. Autor z koniecznosci pracuje ze skoriczong
liczbg modéw, pozostate musi umie¢ ograniczy¢. Biorgc pod uwage to, ze V; jest
zakresem zmiennosci i-tej wspétrzednej w bazie ortonormalnej autor narzuca od-
powiednio szybki zanik ich diugosci.

Podkreslam, Zze kluczowym jest szacowanie ewolucji zbiorédw danych, bo istnienie
orbit okresowych bedzie uzyskane za pomocg metod topologicznych, tj. twierdzen
0 punkcie statym,

Do tego, aby zdoby¢ doktadng wiedze o ewolucji zbioréw, przydatne jest angielskie
pojecie enclosure, ktére mozna oddac jako ogrodzenie. Dodam na marginesie, ze
zbiér X ([to, to + 7]) przestrzeni fazowe] jest ogrodzeniem X° o ile dla kazdego t €
[to, to + 7] potok uktadu przeprowadza X° w X ([to, to + 7]).

Caly podrozdziat 4.5 jest poswiecony abstrakcyjnemu podejsciu do konstrukcji ogro-
dzen. Konstrukcja wymaga oszacowan splotdw szeregéw wspotczynnikéw Fourie-
ra. Co wymaga wysitku technicznego. Zwracam tez uwage, Ze konstrukcja ogrodze-
nia wymaga rozwigzywania inkluzji rézniczkowych. W tym przypadku autor posit-
kuje sie znanymi wynikami.

Jednoczesnie autor stwierdza, ze zawsze istnieje ogrodzenie dla danych réwnania
(1) o ile mody Fourierowskie danych dostatecznie szybko zanikaja. Podobnie autor
zauwaza istnienie ogrodzenia dla uktadu wariacyjnego réwnania Chafee-Infante,
ale nie jest to dalej wykorzystywane.

Rozdziat pigty zawiera wspomagany komputerowo dowéd istnienia okresowej or-
bity réwnania (1) i uwazam go za najciekawszy. Idea jest prosta: znaleZ¢ punkt sta-
ty odwzorowania Poincarégo. Dzieki zastosowaniu arytmetyki interwatowej autor
moze stosowac abstrakcyjne metody topologiczne, takie jak twierdzenia o punk-
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cie stalym. W przypadku réwnania Brusselatora autor wykorzystuje twierdzenie
Schaudera o punkcie statym. Abstrakcyjny wynik jest trescig twierdzenia 5.2 nato-
miast konkretna tres$¢ jest przedstawiona w podrozdziatach 5.3, 5.4 i 5.5. W dwéch
pierwszych zawarte sa dwa obliczeniowe kroki konstrukcji odwzorowania Poinca-
régo. Podrozdziat zawiera konkretne wartosci parametréw réwnania (1), dla kto-
rych spetnione sa zatoZenia abstrakcyjnych twierdzen.

Rozdziat szosty jest rozszerzeniem wynikoéw poprzedniego na inne wartosci para-
metréw. Troche zatuje, ze te wyniki nie zostaty uznane za gtéwne na réwni z twier-
dzeniem 1.1.

Rozdziat siédmy przedstawia wyniki teoretyczne i obliczeniowe stabilnosci orbit
okresowych réwnania (2). Podkreslam, ze zostaty samodzielnie uzyskane przez
kandydata i s3 nie mniej warto$ciowe niz te z poprzedniego rozdziatu. Wyniki teo-
retyczne sg cze$ciowo oparte na wczesniejszych rozdziatach. Zwracam uwage na
trudnos$¢ w tym zagadnieniu, wynikajaca z tego, ze zalezny od czasu wspotczynnik
b moze miec ‘zly znak’, tj. ujemny, ktéry moze prowadzi¢ do wybuchu rozwigzania.

Zasadniczym abstrakcyjnym pomystem stojagcym za analiza tego rozdziatu jest spo-
strzezenie, ze do stabilnosci orbity okresowej wystarczy sprawdzi¢, ze norma po-
chodnej odwzorowania Poincarégo jest mniejsza od jednosci. Taki fakt zazwyczaj
jest trudny do teoretycznego wykazania. Natomiast pan Banaskiewicz stwierdza to
za pomocg komputera.

Ostatni rozdziat zawiera pomocnicze fakty, takie jak oszacowania wspotczynnikow
Fouriera iloczynu funkcji, wykorzystywane w arytmetyce interwatowej. S tez inne
wyniki, ktére racjonalnie jest przenie$¢ z gtdwnego watku narracji do pobocznego.

Ciekawym aspektem rozprawy jest to, ze wprowadza ona abstrakcyjne ramy, po-
zwalajgce na wycigganie wnioskdw o istnieniu rozwigzan okresowych i ich stabilno-
$ci. Jednakze dowod spetnienia tych zatozen dla okredlonych wartosci parametrow
w (1) i (2) jest czysto obliczeniowy. Bez odpowiedniego oprogramowania czytelnik
nie jest zdolny sprawdzi¢ poprawnos¢ obliczen.

Oceniajac prace bardzo wysoko, zwracam uwage, ze nowe wyniki uzyskane przez
autora dla réwnan (1) i (2) biora sie z dostosowania ogéinych metod do szczegél-
nych réwnan. Ta praca potrafi by¢ mozolna. Poniewaz autor podaje bardzo kon-
kretne wartosci parametréw, to chciatbym dowiedzie¢ ew jaki sposéb autor do-
szedt to ich wartosci prowadzacych do dowodu twierdzen 1.1 1.2.

Poniewaz rozprawa do pewnego stopnia na charakter eksperymentalny, to cieka-
we jest poréwnanie wynikéw autora z eksperymentami opisanymi w literaturze.
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Okazuje sie, ze autor zdotat potwierdzi¢ wyniki Arioli, patrz [1].

Bardzo mnie ucieszyto, ze autor przeprowadzit serie eksperymentdw wskazujgcych
na bifurkacje podwojenia okresu w przypadku réwnania Brusselatora. Bo pytanie
o mozliwe bhifurkacje samo sie narzuca.

Komentujac twierdzenia 1.1 i 1.2 dodam, ze samo ich sformutowanie rodzi serie
dalszych pytan:

1. Co stato za wyborem takich a nie innych parametrdéw i funkcji b w réwnaniach
(i@

2. Co sie stanie z wynikami, jesli mato zaburzymy wspomniane parametry?

3. Czy autor planuje podobng analize innych waznych réwnan?

Spodziewam sie, ze beda te pytania podjete w dalszej pracy badawczej autora.

Rozprawa zostata napisana starannie. Poniewaz jej jezykiem jest angielski, to nie
bede komentowat strony jezykowej, poza jednym wyjgtkiem. Mianowicie pojawiajg
sie w pracy literéwki. Nie powinny sie pojawia¢, jesli wzigé pod uwage powszechng
dostepnos¢ programoéw do auto-korekty.

W ostatecznym rachunku bardzo wysoko oceniam rozprawe mgra Jakuba Banas-
kiewicza. W moim odczuciu spetnia ona wymagania zwyczajowe i normy ustawowe
i wnosze o dopuszczenie kandydata do dalszych etapdw postepowania w sprawie

nadania stopnia doktora. k
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