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Periodic orbits for dissipative PDEs - computer assisted approach

Przedstawiona rozprawa doktorska mgra Jakuba Banagkiewicza zostala przy-
gotowana na Wydziale Matematyki i Informatyki Uniwersytetu Jagielloniskiego
w Krakowie. Promotorem rozprawy jest prof. dr hab. Piotr Kalita. Praca zostala
napisana w jezyku angielskim i liczy blisko 70 stron.

Rozprawa koncentruje sie na wykazaniu, przy zastosowaniu dowodéw wspo-
maganych komputerowo, istnienia orbity okresowej dla dwéch typéw réwnan:
uktadu Brusselatora oraz réwnania Chafee-Infante, a takze na analizie nickté-
rych wlasnodci tej orbity.

Rozprawa sklada sie z o$miu rozdzialéw. Pierwszy rozdzial ma charakter
wstepny 1 zawiera opis gléwnych wynikéw dysertacji. Autor przedstawia w nim
nie tylko wyniki swojej pracy, ale réwnies szersze tlo i idee stojace za meto-
dami stosowanymi w pracy — dowodami wspomaganych komputerowo. Wstep
ten wskazuje na szeroky wiedze autora i pozwala czytelnikowi zorientowaé sie
w ukladzie pracy oraz umiejscowié wyniki doktoranta na tle wspélczesnych ba-
dah w tej dziedzinie.

Kolejne trzy rozdzialy stanowia przypomnienie kluczowych i stosowanych
w pracy definicji i twierdzeh z analizy funkcjonalnej, réwnan réiniczkowych
(uktadéw dynamicznych) ze szaczegélnym uwzglednieniem nieliniowych réwnan
rozniczkowych czastkowych w przestrzeniach Banacha oraz ich ujecia w kontek-
dcie rozpatrywanych zagadnich: uktadu Brusselatora oraz nicautonomicznego
réwnania Chafee-Infante. Autor przypomina réwniez konieczne definicje i fakty
dla pomocniczego réwnania wariacyjnego. Rozdzial czwarty zawiera opis sto-
sowanego dotychezas C© algorytmu of rygorystycznego calkowania réwnan (ri-
gorous integration) oraz jego modyfikacji w postaci C! algorytmu. Dodatkowo
ostatni, 6smy rozdzial zawiera dowody technicznych lematéw ugytecznych w sto-
sowanych oszacowaniach oraz kontrolujacych wielkoéé wspédtezynnikéw w szere-
gach Fouriera.



Zasadnicze wyniki rozprawy zawarte sa w rozdziatach 5-7 i dotycza kompu-
terowo wspomaganego dowodu istnienia trajektorii okresowej w ukladzie Bras-
selatora (rozdzial 5, 6), analogicznego wyniku dla nieautonomicznego réwnania
Chafnee-Infante wraz z okresleniem zakresu warunkéw poczatkowych, dla kté-
rych orbita ta jest przyciagajaca. Dodatkowo autor implementuje dla tego za-
gadnienia C! algorytm rygorystycznego calkowania (do tej pory nie stosowany
w tym kontekécie).

Uzyskane w rozprawie wyniki otrzymano stosujac metody topologiczne do
generowanych przez uklady réwnan rézniczkowych potokéw, tak, by méc wyka-
zaé istnienie punktu stalego odwzorowania Poincaré. Znalezienie punktu stalego,
bedace wynikiem analizy ciggu podzbioréw odpowiednich przekrojéw Poincaré,
pozwala wnioskowaé o istnieniu trajektorii okresowej i jej w miare dokladnym
wskazaniu.

Jeden z kluczowych elementéw komputerowo wspomaganego dowodu opiera
sie na weryfikacji zaloze twierdzef (m.in. wyboru zbioru warunkéw poczat-
kowych) przy zachowaniu w trakcie stosownych obliczen rygoréw arytmetyki
przedziatowe] (rigorous numerics). W obliczeniach uwzglednié nalezy réwniez
skonczong reprezentowalnosdé liczb rzeczywistych oraz oszacowania bledéw wy-
stepujacych przy rozwigzywaniu réwnan rézniczkowych metodami numeryczny-
mi.

Autor w swoich obliczeniach oparl si¢ na bibliotekach CAPD - rozwijanych
przez dzialajaca na Uniwersytecie Jagiellonskim grupe Computer Assisted Pro-
ofs in Dynamics (pozycja [9] w bibliografii), a kody programéw w C ++ uzytych
do obliczen dostepne sg w otwartym repozytorium GitHub (pozycje [15] 1 [16]).

Konstrukcja pracy jest logiczna i umozliwia $ledzenie prowadzonych rozu-
mowai (choé momentami szerszy opis bytby bardziej przyjazny dla mniej do-
$wiadczonego czytelnika) wraz ze sposobem ich implementacji do algorytméw,
wskazujac na wysoki poziom wiedzy merytorycznej i technicznej autora.

Wiyniki rozprawy. Pierwsza czeéé rozprawy dotyczy zagadnienia Brusse-
latora, tzn. badany jest uklad:

u = ditigy — (B + Du + 120 + Asin(z)  dla (z,t) € (0,7) x (0, 00),
v = daUyy + Bu — u?v dla  (z,t) € (0,7) x (0, 0),
u(t,z) =v(t,z) =0 dla (z,t) € {0, 7} x (0,00),
u(0,2) = u®(z),v(0, ) = v°(x) dla x € (0,7).

modelujacy reakcje chemiczne pomiedzy substancjami u, v, A, B, gdzie wiel-
koéci A i B sa dane, a poszukiwane jest stezenie substancji « i v. Trudnodé
analizy takiego zagadnienia, zaréwno od strony analitycznej jak i numerycznej,
lezy w uwzglednieniu zjawiska dyfuzji obu substancji (nie sa one juz roziozone
jednorodnie w przestrzeni), ktéra dodatkowo odbywa si¢ z réznymi predkoscia-
mi. Dodatkowe, istotne, trudnosci powodowane sa przez nieliniowoéé u?v oraz
skladnik Asinx pierwszego réwnania.

Rozwigzania szukane sa w postaci szeregéw Fouriera (z uwagi na warunki
Dirichleta, w rozwinieciu rozwiagzania pojawiaja sie tylko sktadniki z sinusa-



mi) i opieraja si¢ na rozkladzie przestrzeni na dwie podprzestrzenie — skorcze-
nie wymiarowej w ktérej dokonujemy ,,dok}adnych” obliczen oraz jej dopelnie-
nia, w ktérej jeste$my w stanie kontrolowaé wielko$é¢ wspélezynnikéw rozwinie-
cla rozwigzania (wielomianowe malenie wspélczynnikéw dla wszystkich czaséw)
i ich wplyw na cale rozwigzanie.

Zasadniczym problemem podejmowanym przez doktoranta jest wykazanie
istnienia orbity okresowej dla tego zagadnienia dla pewnych wartosci wspol-
czynnikéw. Jako gtéwny wynik doktorant wskazuje twierdzenie, méwiace, ze dla
parametréw réwnych di = 0.2,dy = 0.02, A = 1, and B = 2, uklad Brusselatora
ma rozwigzanie okresowe, o okresie T' € [7.69666, 7.69667).

Dowdd istnienia orbity okresowej dla gtéwnego twierdzenia w tej czesel opar-
ty jest na twierdzeniu Schaudera, a w szczegélnoéci na Twierdzeniu 5.2, ktérego
zalozenia specyfikujg liste¢ warunkéw koniecznych do istnienia orbity okresowej.
Warunki te zwigzane sg z odpowiednia, konstrukeja odwzorowania Poincaré P
oraz dobraniem takiego zwartego zbioru warunkéw poczatkowych Xp (z po-
dzialem na wspomniane wczeéniej podprzestrzenie), by zachodzilo zawieranie
P(Xo) C Xo. Dla konstrukeji odwzorowania Poincaré i weryfikacji wspomnia-
nego zawierania istotne jest znalezienie numerycznego przyblizenia trajektorii
okresowej (w przestrzeni skoficzeniewymiarowej) — autor stosuje tutaj metode
rzutowania Galerkina. I do tak znalezionej aproksymacji stosuje opisany w pracy
algorytm weryfikacji zawierania zbioréw.

Rozdzial 5 zawiera réwniez dodatkowe oszacowania zaréwno supremum po
czasie normy L? rozwigzania okresowego i jego pochodnej, jak réwniez oszaco-
wania réznicy miedzy rozwigzaniem z danymi warunkami poczatkowymi a roz-
wigzaniem okresowym.

W Rozdziale 6 doktorant przedstawia analogiczne twierdzenia dotyczace ist-
nienia orbit okresowych dla innych zestawéw parametréw. Co istotne, niektére
zestawy parametréw potwierdzajg osiggniete przez innych badaczy (innymi me-
todami) wartodci numeryczne rozwigzan (vide [1]). Kolejne zestawy parametréw
obrazujg charakter zmian zachowania rozwigzania przy zmianie parametréw.

Dla pierwszego zestawu parametréw (A;) otrzymane wyniki sugeruja jaki
wplyw ma wzrost wartosci parametru B na wymiar wybieranej skoficzeniewy-
miarowej podprzestrzeni.

Drugi zestaw parametréw (Ap) pozwala w miare dokladnie uchwycié, za-
obserwowany przez Ariole ([1]), moment bifurkacji przy zmianie wartoédci pa-
rametru B z 2,83 na 2,84. Przedstawione przykiady numerycznych rozwigzan
okresowych wskazuja na podwajanie okresu przy przejéciu przez punkt bifurka-
cji.

Rozwigzania numeryczne dla trzeciego zestawu parametréw (Asz) pokazuja,
ze manipulujac odpowiednio réwnymi wspdlczynnikami dyfuzji, mozna nume-
rycznie potwierdzié¢ pojawianie sie dwuwymiarowego przyciagajacego torusa, co
potwierdza wyniki osiggniete w pracy Dernova ([19}).

Drugim zagadnieniem rozpatrywanym w rozprawie jest réwnanie Chafee-



Infante:

U = Uge + Au — b(#)ud dla (z,t) € (0,7) x (tg,00),
u(t,z) =0 dla  (x,t) € {0,7} x (L9, 00),
ulty, ) = u’(x), dla 2 € (0,7),

Gléwnym rezultatem w tej czeéci jest udowodnienie istnienia trajektorii okre-
sowe] (o okresie 1) dla nastepujacych par (A, b(t)): (2, sin(t) +1), (2, 3 sin(t) +
1), (5, % sin(¢t) + 1). Dodatkowo autor wykazuje zbieznosé rozwiazania z zada-
nym warunkiem poczatkowym do rozwiazania okresowego wraz ze wskazaniem
tempem zbieznosci.

Metody stosowane w dowodzie sg, zblizone do tych stosowanych przy ukla-
dzie Brusselatora (z zastapieniem odwzorowania Poincaré odwzorowaniem prze-
sunigcia) a do wykazania przyciggania orbity okresowej uzyto modyfikacji C*
algorytmu, dotychczas nie stosowanego w tym kontekscie.

O ile rezultaty uzyskane dla b(t) > 0 potwierdzaja wyniki innych autoréw
([12]), to szczegélnie interesujaco wygladaja wyniki dla b(¢) zmieniajacego znak,
gléwnie z uwagi na brak wezeéniejszych rezultatéw, w tym dotyczacych istnienia
globalnych rozwiagzah dla tego zagadnienia.

Ocena dysertacji. Dysertacja ta wpisuje sie w ciag prac rozwijajacych po-
mysly i idee dowodéw wspomaganych komputerowo, a zainicjowanych pracami
prof. Zgliczyfiskiego i jego badaniami nad réwnaniem Kuramoto-Shivashinsky’ego.

W pracy zawarto nowe wyniki, z ktérych te, dotyczace ukladu Brussela-
tora, opublikowane zostaty wczednie] we wspdblnej pracy z promotorem i prof.
Piotrem Zgliczynskim ([5]). Wspélautorzy zgodnie podkreslajs kluczowy dla
osiggnigtych wynikéw wkiad doktoranta, swéj udziat szacujac na 10 %.

Na uznanie liczyé powinna wprawa, z jaka doktorant postuguje sic zaawan-
sowanym aparatem matematycznym oraz informatycznym.

O technicznych umiejetnodciach autora rozprawy $wiadczy zastosowanie roz-
wijanych wezedniej metod (rigorous forward intergration), stosowanych dotych-
czas gltéwnie do réwnan, do ukladéw réwnan, a zwlaszcza do tak trudno pod-
dajacych sie analizie jak uklady tzw. slow-fast. Dodatkowym utrudnieniem jest
stopnief nieliniowoéci ~ szedcienny, podczas gdy dotychczasowe rezultaty ty-
czyty nieliniowodci kwadratowych. Doktorant, opierajac sie na wezedniejszych
pracach oérodka krakowskiego otwiera nowe, potencjalne pole zastosowah zna-
nych metod.

Za szczegblnie cenny wynik uznaé nalezy dowody istnienia rozwigzan dla
réwnania Chafnee-Infante dla funkeji b(¢) zmieniajacych znak. Wykazanie ist-
nienia rozwigzania w postaci orbity okresowe] wydaje sie nie mieé odpowiednika
w dotychczasowej literaturze przedmiotu.

Stosowane metody nie tylko moga sluzyé potwierdzaniu wynikéw osiagnie-
tych innymi metodami, lecz réwniez wnosié istotny wklad w wiedze o natu-
rze rozwiazania. Przykladem moze byé¢ réwnanie Chafnee-Infante dla b(t) =
%sint + 1, gdzie istnienie rozwigzan bylo znane, lecz wyniki doktoranta pozwa-
laja oszacowad tempo zbieznodci do rozwiazania stacjonarnego, nieznane dotych-
czas w literaturze.



Pod wzgledem redakeyjnym rozprawa jest zredagowana bardzo dobrze. Mis-
printy sa nieliczne i nie utrudniajs zapoznania sie z koncepcja wywodu autora.
Rezultaty pracy sa sformulowane w sposéb klarowny. Chyba jedynie wyniki
dotyczace istnienia rozwiazaii w ukladzie Brusselatora dla parametréw Az nie
przybraly formy lematu (jak to ma miejsce dla poprzednich zestawéw, a zo-
staly oméwione pokrétee w tekécie. Dowody twierdzen sg przedstawione dogé
jasno, cho¢ momentami doéé skrétowo (jak chociazby zadeklarowanie tylko, ze
z twierdzenia Schaudera wynika istnienie rozwigzania, bez chociazby wykazania,
ze spelnione sg zalozenia).

Oczywidcie, z racji samych stosowanych metod, dysertacja zawiera w duzej
mierze konstrukcje rozwigzan dla danych zestawéw parametréw i trudno ocze-
kiwaé wynikéw bedacych odpowiednikami analizy rozwiazan w zaleznosci od
ciaglej zmiany parametru.

Z drobiazgéw, zabraklo mi niekiedy wyjasnienia, czym podyktowany jest
taki, a nie inny wybér parametréw, a takze czym powodowany jest wybér do-
kladnoéci podania wartosci parametréw (liczby miejsc po przecinku). Czy sy
to ograniczenia natury technicznej (np. czas obliczef) czy tez innego rodzaju?
Przylkladowo, w zagadnieniu Brusselatora punkt bifurkacji mozemy oszacowaé
z dokladnoscia do jednej setnej, a zapewne ciekawym pytaniem byloby, jak pre-
cyzyjnie mozemy okreéli¢ t¢ wartoéé. Te drobne uwagi nie zmieniajs oczywiscie
dobrego odbioru calej rozprawy.

Konkluzja. Recenzowana rozprawa doktorska wnosi istotny oryginalny
wkiad do rozwoju réwnan rézniczkowych. Zawiera wyniki, ktérych otrzymanie
wymagalo zaawansowanej wiedzy oraz prezentuje wysoki poziom merytoryczny
1 bez watpienia spelnia w tym zakresie wszelkie wymagania ustawowe i ZWYyCza-
jowe stawiane rozprawom doktorskim w dyscyplinie Matematyka.
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