RECENZJA ROZPRAWY DOKTORSKIEJ MGRA TYMOTEUSZA CHMIELA
SOME APPLICATIONS OF GRADED KAC-MOODY LIE ALGEBRAS

JOACHIM JELISIEJEW

Tematyka rozprawy dotyczy teorii reprezentacji algebr Liego typu Kaca-Moody’ego oraz ich
zastosowan w algebrze przemienne;j.

Rozprawa sklada sie z pieciu rozdzialéw i dodatku. Dwa pierwsze rozdzialy (tacznie 18 stron)
stanowig wstep do rozleglej tematyki pracy. W pierwszym z nich wprowadzone sg algebry i grupy
Kaca-Moody’ego oraz podstawowe wyniki o nich. W rozdziale drugim w trzech podrozdziatach
autor zamieszcza minimum informacji wymaganych do zrozumienia gtéwnych wynikéw pracy.

Glowne wyniki rozprawy zawarte sa w rozdziatach 3-5. Rozdzialy te sa zasadniczo niezalezne
i dotyczg kolejno:

(1) ekwiwariantnych modutéw Koszula zwigzanych z gradacja,
(2) zanurzen przestrzeni jednorodnych dla grup Kaca-Moody’ego,
(3) klasyfikacji minimalnych rezolwent dla algebr Gorensteina w kowymiarze 4 o szesciu

minimalnych generatorach.

Rozdzial trzeci rozszerza wyniki samodzielnej pracy autora [Chm24]. Dotyczy on modutéw
Koszula. Niech S = SymV bedzie pierscieniem wielomianéw nad ciatem k i niech K C A%V
bedzie podprzestrzenia. Modut Koszula stowarzyszony z K jest ilorazem

A%V xS
(im(AV) + K) @k S
gdzie odwzorowanie A3V — A2V @ V C A%V ®y S pochodzi z kompleksu Koszula. Moduty
Koszula (wprowadzone i rozwijane przez Papadima-Suciu, patrz np. [PS15]) sa miedzy innymi

W(V,K) =

kluczowym elementem w [AFP*19]. Mimo to ich teoria obfituje w otwarte pytania, w tym
dotyczace zachowania W (V, K), gdy K jest ogdlna ustalonego wymiaru. Jak zwykle w takich
zagadnieniach, istotne jest znalezienie przykladow, ktore beds ogdlne w odpowiednim sensie, lecz
dostatecznie szczegdlne, by mozna bylto nimi efektywnie manipulowaé.

W rozdziale trzecim rozpatrywane sg szczegolne moduty Koszula, ktére pochodza od gradacji
na algebrach Kaca-Moody’ego g; w tym przypadku mamy V = gy oraz K = ker ([, —]: A%g; — g2)-
Gl6wny wynik to kryterium na nilpotentno$é W (V, K') w terminach macierzy Cartana (Twier-
dzenie 3.1.31) dla dopuszczalnych gradacji (tj. gdy eliminacja gradujacego wierzchotka prowadzi
do skoniczonego typu diagraméw). Ponadto autor, juz nie korzystajac z teorii algebr Kaca-
Moody’ego znajduje rezolwenty i regularnosci modutéw Koszula dla ogdlnej podprzestrzeni K
wymiaru dim K < dim V, patrz Twierdzenia 3.3.41-3.3.42. Twierdzenia te sprawdzaja, ze dana
podprzestrzenn K juz jest ogdlna w powyzszym sensie i w szczegbdlnodci dowodza, ze regularnosé
ogblnego modutu Koszula jest ograniczona z gory przez dimV — 3, gdy dim K < dim V.

Rozdziat czwarty pracy dotyczy grup G Kaca-Moody’ego, a konkretnej zanurzen jednorod-
nych przestrzeni postaci G/P,, gdzie P, jest maksymalng paraboliczng podgrupa pochodzaca od
wyboru prostego pierwiastka e. Glownym wynikiem rozdziahu jest Twierdzenie 4.1.46, w ktérym
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autor znajduje konkretne zanurzenie G/P, w Grassmannian zwiazany z konkretng reprezenta-
cja wagowa. W podrozdziatach 4.2-4.3 autor zdecydowanie ogranicza ogélnoic i pokazuje, jak
Twierdzenie 4.1.46 wyglada w przypadkach klasycznych A, Dy, Es.

Tematem rozdzialu pigtego jest zastosowanie algebr Kaca-Moody’ego do teorii rezolwent algebr
Gorensteina w kowymiarze cztery. Rozdzial ten wpisuje sie w ciag przetomowych wynikow
prof. Jerzego Weymana taczacych teorie reprezentacji oraz klasyfikacj¢ rezolwent. Jak zaznacza
Autor, czesé badawcza tego rozdziatu jest otrzymana wspolnie z drem Lorenzo Guerrieri.

Glowny wynik rozdziatu to Twierdzenie 5.4.52. Postuluje ono, ze nad odpowiednim pier§cie-
niem R zawierajacym 1/2 kazdy ideal Gorensteina I C R kowymiaru 4 minimalnie generowany
przez 6 elementéw jest postaci I = (Pf(A),y), gdzie Pf(A) jest ideatem Pfaffianéw pewnej ma-
cierzy 5 x 5, a wiec R/(Pf(A)) jest Gorensteina kowymiaru trzy za$ y jest niedzielnikiem zera w
R/(Pf(A)). Gdy I jest generycznie zupelnym przecigciem, wynik ten byt otrzymany w [HM85].
Ogoélnym przypadek przez wiele lat pozostawal otwarty.

Rozdzial 5 procz glownego wyniku zawiera godne uwagi wyniki wstepne. W czedci 5.2 autor
przytacza za [CLW23] konstrukcje pierScienia generycznego w kowymiarze cztery. W podroz-
dziale 5.3 autor omawia wyzsze odwzorowania strukturalne (ang. higher structure maps) dla
tego przypadku.

Prace konczy Dodatek, zawierajacy tabele jednorodnych modutéw Koszula i stowarzyszonych
rozmaitosci rezonansowych (ang. resonance varieties) oraz ich niezmiennikéw. Dodatek ten po-
wstal dzieki zastosowaniu programu Macaulay2. Autor dobrze opanowal ten program, jak po-
kazuje rowniez kod do obliczania tzw. wspotrzednych spinorowych (uzytecznych w rozdziale 5)
podany na konicu pracy.

Przechodze do oceny pracy. Po pierwsze, imponuje liczba poruszonych w niej tematow: al-
gebry Kaca-Moody’ego, moduly Koszula, rezolwenty, piericienie generyczne i twierdzenia struk-
turalne i klasyfikacja wymagaly od Autora wiedzy z teorii reprezentacji, algebry przemienne]
i elementéw geometrii algebraicznej, w szczegdlnosci rozdmuchan. Ponadto problemy badawcze
w rozdziatach 3 i 5 sg zupelnie rozne i wymagaly roznych spojrzeil: od kombinatorycznego w
Twierdzeniach 3.3.41-3.3.42 do strukturalnego w Twierdzeniu 5.4.52.

Struktura pracy nie pozostawia nic do zyczenia. Jakos$¢ rozdziatéw i logiczna struktura pracy
jest bardzo roznej jakosci. Niektore z rozdzialow wprowadzajacych nie wydaja sie by¢ uzywane
w dalszych czesciach, np. dotyczy to §1.4, §2.2. Rozdzial §2.3 zawiera liczne usterki w sformulowa-
niach twierdzen strukturalnych (patrz ponizej). Notacja §2.3 1 §5.1 nie jest zgodna. Rozdziat §3
jest zdecydowanie dobrej jakosci i sam ten rozdzial stanowi oryginalne rozwigzanie problemu
naukowego. Rozdzial 5 wydaje si¢ niestety najmniej dopracowany czescig pracy (szczegblowe
uwagi do niej znajduja sie ponizej). Wydaje mi sie, rowniez ta czeé¢ jest w ogdlnych prawidiowa
i po przeredagowaniu mozna rozwazy¢ publikacje. Obecna wersja jest nieczytelna; zrozumialem
ja tylko dzieki znajomosci metody z innych zrodel (w tym [Wey22|, czy cyklu wyktadow X.Ni).

Cala praca jest stosunkowo krotka: czesc §cisle badawcza, tj. rozdziaty 3-5 zajmuja jedynie 35
stron. Wydltuzenie pracy niewatpliwie zwiekszytoby jej czytelnosé i gdyby doktorat mial zostaé
opublikowany, jest ono konieczne. Mimo wszystko uwazam, ze rozlegltos¢ naukowa pracy oraz
jako$é rozdziatu 3. rownowaza niedostatki rozdzialu 5 i niecelowe jest wymaganie poprawek na
tym etapie. Podsumowujac, uwazam, ze obecna wersja pracy spelnia zar6wno ustawowe,

jak i zwyczajowe wymagania stawiane rozprawom doktorskim.
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Lista miejsc wymagajacych uwagi

Ponizej numeracja wedle stron w pliku PDF (czyli podany numer jest zwykle o jeden wiekszy

niz numer strony).
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str.18, Definition: po “of weight A €” powinno zapewne nastapi¢ h*.

w te] samej linijce brakuje nawiasow przy VA.

str.25, “It is a standard fact from commutative algebra”™ w tym sformulowaniu nie jest
to prawdziwe stwierdzenie, bo no$nik moze zawieraé ideal nieistotny.

str 25, im(dp) im(d, 0 7). Czy tutaj p = a i brakuje znaku ilorazu?

str 28, “If n = 07, the ideal I must be principal. Powinno by¢ n = 1.

str 28, Twierdzenie 2.3.26. Ideal im d; niekoniecznie jest generowany przez minory M,
moze byé tez postaci minory(M) - f.

str 28, Twierdzenie 2.3.27. Homomorfizm a, ma dziedzine A" Fj,_4, a nie A" F}.

str 29, Twierdzenie 2.3.28. Homomorfizm a) ma przeciwdziedzing F}}_;.

str 29, Twierdzenie 2.3.28, wysrodkowany diagram. W prawym bocznym polu powinno
byé¢ A" 1Fy 1.

str 37. Zamiast odwolywaé sie do nigdzie nie zdefiniowanej numeracji Bourbakiego mozna
odwotaé sie do diagramu na stronie d1.

str 46. Pojawiaja sie dwie rézne litery na oznaczenie grupy Kaca-Moody’ego: G oraz
pisane G.

str 47, “In fact the assumption that D is simply laced is not necessary”. Wyglada, ze ten
paragraf powinien by¢ czescia dowodu Lematu 4.1.45, bo ten przypadek jest(?) stosowany
w nastepnym dowodzie.

str 53, §1, “an ideal I is Gorenstein if the localization Ry has finite injective dimensional
as a module over itself”. Powinno by¢ R/I.

str 53, Twierdzenie 5.1.48. Brakuje zalozenia, ze R jest regularny, inaczej np. R =
Q[z1, w2, T3, Y1, Y2]/ (41, y2)? oraz macierz o Pfaffianach (1,2, x3) stanowia kontrprzy-
klad.

str 53, Wzor po “We focus on the codimension 4 case™ z prawej strony I, F', nie powinno
byé F.

str 55, “The ring A(n)s has a natural structure”. To jest nietrywialne twierdzenie i po-
winno by¢ cytowane wprost.

str 55, “The ring A(N ) is generated by three critical representations”. To jest nietry-
wialne twierdzenie i powinno byé cytowane wprost.

str 56, Podrozdzial 3, “Higher structure maps for Fg”. Podrozdzial nie zawiera ani jednego
stwierdzenia i to utrudnia sprawdzenie, co jest dowodzone.

str 58, “We show that the matrices of top components of critical representations of one of
the two resolutions give differentials and spinor coordinates on the other one”. Zdecydo-
wanie brakuje zaréwno atrybucji tej (kluczowej!) obserwacji, jak i wyjasnienia, dlaczego
ona jest uzyteczna.

str 61, “To prove the conjecture, we need another set of higher structure maps”. To
kolejna kluczowa obserwacja i znow brakuje omoéwienia jej. Ponadto az do strony 64
zné6w mamy obliczenia bez zadnego sformutowania.

str 64, Lemat 5.4.51. Sformulowanie lematu nie zawiera macierzy M!
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str 64, Lemat 5.4.51. “It can be checked that this definition is independent of the choice
of g1 and go and this for a fixed split complex F the matrix M is unique”. Sprawdzenia
brakuje.

str 64, Lemat 5.4.51. “It can be checked that this definition is independent of the choice
of g1 and g5 and this for a fixed split complex F the matrix M is unique”. Nie jest jasne, w
jaki sposéb M jest jedyna. Jesli przyjaé, ze sformutowaniu Lematu powinny by¢ opisane
plerwszy wierz 1 kolumna M, to nadal M nie wydaje sie jednoznaczna.

str 65, Twierdzenie 5.4.52. Czy w przypadku lokalnym zakladamy, ze R jest regularny?
Dlaczego istotne jest, ze ciato jest algebraicznie domkniete?

str 65, Dowod twierdzenia 5.4.52. “The point lies in the image of the canonical embedding
Es/P,,”. To zdanie daje praktycznie caly dowod i powinno by¢ dokladnie uzasadnione
z odniesieniami do poprzednich wynikéw (co sprawiloby, ze te wyniki trzeba byloby

sformutowad).



