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Recenzja rozprawy doktorskiej mgr Donalda Woukeng Feudjio
Combinatorial dynamics in the study of classical dynamical systems.

Omawiana praca doktorska wpisuje sie w wazny nurt badan w dziedzinie
komputerowo wspieranych dowodéw w uktadach dynamicznych. Stosowanym w
tym nurcie podej$ciem jest zastosowanie topologii algebraicznej do badania wla-
snoéci uktadéw dynamicznych. Podejscie to jest oparte na wyznaczeniu stosow-
nych podzbioréw w dziedzinie ukladu, ktére posiadajg odpowiednie wiasnosci
wzgledem pola wektorowego, oraz obliczenie niezmiennikéw topologicznych dla
ukladu na bazie dobranych zbioréw; przyktadowo grupy homotopii, homologii,
indeksu Conley’a. Wazne w tym podejsciu jest to, zeby na podstawie obliczone-
go niezmiennika méc udowodnié wiasnoséci badanego ukladu takie jak: istnienie
zbioréw niezmienniczych, punktéw stacjonarnych, orbit okresowych, podkéw to-
pologicznych (dynamiki symbolicznej i chaosu) lub rozkladu Morsa. Chcemy aby
wyznaczanie pozgdanych niezmiennikéw méc sprowadzié do skoficzonego zbioru
obliczen, ktére mozna potem wykonaé na komputerze. Oznacza to, ze zaczy-
najac od ciaglego uktadu dynamicznego, przechodzimy poprzez dyskretyzacje
przestrzeni i pola wektorowego, czgsto sprowadzajac problem do reprezentacji
w jezyku teorii graféw, dochodzac do reprezentacji umozliwiajacej algorytmiczne
obliczenia pozadanych niezmiennikéw, uzyskujac dowdd porzedanych wlasnosci
dla badanego ukladu dynamicznego.

Praca doktorska podaza w tym kierunku, a doktadniej rzecz biorac w kierun-
ku dodatkowego zalgorytmizowania pierwszego etapu powyzej opisanego proce-
su. Czesto w konkretnych przykladach i zastosowaniach naszkicowanego powy-
zej podejécia dyskretyzacja przestrzeni poprzez wyznaczanie odpowiednich pod-
zbioréw dziedziny jest przeprowadzania “recznie”. W wielu publikacjach mate-
matyczny wynik poprzedzany jest niescistym zbadaniem wlasnosci ukladu za po-
mocy standartowych symulacji numerycznych, i na tej podstawie doborem “na
oko” interesujacej nas dyskretyzacji czy podzbioréw przestrzeni. Pé4niej sprawy
oddawane byly w rece zalgorytmizowanych obliczeni na komputerze. Doktorat
zawiera opis podejécia, ktéry éw “reczny” etap calej procedury dokonuje auto-
matycznie za pomoca odpowiednich algorytméw wykonywanych na komputerze.
Cel jest szczytny: “Swietym Graalem” jest uzyskanie w pelni zautomatyzowane-
go procesu w ktérym dajemy na wejéciu komputerowi wzér pola wektorowego,
a na wyjdciu w sposéb w pelni zautomatyzowany otrzymujemy matematyczny
dowéd wlasnosci ukladu dynamicznego zadanego przez to pole wektorowe.

- Doktorat przedstawia jak mozna powyzszy cel uzyskaé dla ukladéw dy-
namicznych na plaszczyinie poprzez konstrukcje transwersalnej dekompozycji
symplicjalnej dla autonomicznych réwnani rézniczkowych. Korzystajac z tej de-
kompozycji oraz teorii kombinatorycznych pél wielowektorowych opracowana
zostata procedura algorytmicznego wykrywania izolowanych zbioréw niezmien-
niczych, dla ktérych mozna obliczyé indeks Conley’a. W rozprawie przedsta-



wiona zostala réwniez metoda wyboru kombinatorycznych sekcji Poincaré. Za
pomoca tego podejscia mozna dowodzi¢ istnienia punktéw stacjonarnych, orbit
okresowych i rozktadu Morsa.

Rozdzial 1 pracy zawiera wiadomosci wstepne dotyczace potrzebnych po-
jeé i wasnosci z dziedziny przestrzeni topologicznych, algebry liniowej, ciagtych
ukladéw dynamicznych, teorii graféw i algebry topologiczne] dla komplekséw
symplicjalnych. Rozdzial 2 wprowadza potrzebne narzedzia z pracy [15] dla
kombinatorycznych wielowartosciowych pél wektorowych, wraz z ich wiasciwo-
4ciami. Pokazane jest tam w jaki sposéb mozna skonstruowaé skierowany graf na
bazie kombinatorycznego wielowartoéciowego pola wektorowego i oméwione sa
wladciwodci takiego grafu. Rozdzial 3 zawiera gléwne wyniki rozprawy. Opisuje
algorytmy opracowane do skonstruowania odpowiedniego rozkladu symplicjal-
nego wybranego obszaru przestrzeni fazowej dla zadanego réwnania rézniczko-
wego i doboru kombinatorycznych sekcji Poincaré. Pokazuje réwniez algorytm
doboru stosownego wielowartosciowego pola wektorowego. Rozdzial 4 zawie-
ra dyskusje optymalizacji doboru kompleksu symplicjalnego. Metoda bazuje na
konstrukcji zaczynajac od punktéw stacjonarnych, ktéra jest kontynuowana po-
przez dobér transwersalnych do potoku wieloécianéw. Ostatni rozdzial 5 stosuje
opracowang, teorie dla kilku przykladéw ukiadéw dynamicznych dla dwuwymia-
rowych pél wektorowych. -

Doktorat jest oparty na jednym artykule:

[24] Donald Woukeng, Damian Sadowski, Jakub Leskiewicz, Michal Lipinski,
and Tomasz Kapela. Rigorous computation in dynamics based on topologi-
cal methods for multivector fields. Journal of Applied and Computational
Topology, pages 1-34, 2023.

ktérego pierwszym autorem jest doktorant. W rozprawie jest jasno okreslone, ze
wszystkie przedstawione w giéwnej czesci wyniki i ich dowody sg autorstwa mgr
Donalda Woukeng Feudjio, poza rozdzialem 2 oraz Twierdzeniem 4.1.5, gdzie
jest on wspoétautorem.

Czedcig rozprawy jest kilka komputerowo wspieranych dowodéw dla przy-
kladéw pél wektorowych: w szczegélnodei dla ukladu posiadajacego dwie orbity
okresowe (5.1) i dla oscylatora Van der Pola (4.3). Rozprawa ogranicza si¢ do po-
dania wynikéw koficowych w postaci wykreséw, ale o ile tego nie przeoczytem nie
wydaje sie byé¢ udostepniony kod Zrédiowy dla programu komputerowego. Jest
to moim zdaniem pewien mankament tej rozprawy. Osobiscie wyznaje poglad, ze
kod komputerowo wspieranych dowodéw powinien by¢ publicznie udostgpniony,
choéby przez polozenie na stronie www autora lub przez repozytorium GitHub;
w zasadzie w dowolny sposéb, lecz powinien byé publiczny. W przypadku oma-
wianej rozprawy ma to dodatkowe znaczenie. Celem jest wypracowanie w peini
zautomatyzowanej metodologii. To ze dziala ona dla dobranych przyktadéw nie
oznacza, ze bedzie dzialaé dla innych. Jako recenzent z przyjemnos$cia przete-
stowalbym ta metodologie dla prostych dobranych przeze mnie przykladéw i
zobaczyl na ile proponowane podejscie daje sobie z nimi rade.

Wydawaé sie moze, ze kolejnym mankamentem jest to, Ze praca ogranicza sig
do autonomicznych réwnan rézniczkowych na plaszezyznie. Mozna argumento-



waé, ze badanie potokéw na plaszczyZnie nie jest problemem skomplikowanym:
choéby na bazie ogélnie dostepnych programéw do rysowania przestrzeni fazo-
wych. Przy ich uzyciu przewaznie widaé co w danym ukladzie si¢ dzieje, i jest
stosunkowo latwo dobraé lokalna sekcje Poincaré i udowodnié istnienie np. orbi-
ty okresowej znajdujac punkt staly dla odwzorowania Poincaré. Da sig to zrobié
réwniez w arytmetyce interwalowe] uzyskujac matematyczny dowdd, i jest to
podejécie ktére bym osobiécie zastosowal. Wypowiedziawszy ta krytyke ja teraz
podwaze. Ostatecznym waznym celem jest uzyskanie analogicznych wynikéw
dla wyzszych wymiardw. Od czego$ trzeba zaczaé i zaczecie od plaszczyzny jest
naturalnym pierwszym krokiem. Kolejnym aspektem jest to, ze badanie p6l wek-
torowych na plaszczyZnie prowadzi do trudnych i matematycznie waznych pro-
blememéw. Nie trzeba daleko szukaé: 16 problem Hilberta. (Tym bardziej bra-
kowato mi mozliwosci zabawy programem komputerowym, gdyz miatem ochote
potestowaé go na kilku przykladach wielomianowych pél wektorowych.)

Rozprawa doktorska jest oparta na jednej publikacji napisanej z kilkoma
wspélautorami i dotyczy problemu na plaszczyznie. Jest to z jednej strony pe-
wien niedosyt. Z drugiej jednak strony, omawiana rozprawa jest elementem
wigkszej ukladanki i sukcesywnie rozbudowywanego programu badawczego. Jest
to pierwszy naturalny krok w celu uzyskanie w pelni zautomatyzowanej ogél-
nej i uniwersalnej metodologii dowodzenia wlasnoéci uktadéw dynamicznych za
pomoca narzedzi topologii algebraicznej. Rozprawa zawiera nietrywialne wyniki
zaréwno matematyczne jak i algorytmiczne, doktorant wykazal sie dobrg zna-
jomoécig tematyki, oraz biegle postuguje sig warsztatem matematycznym. W
moim przekonaniu przedstawiona rozprawa spelnia wiec kryteria stawiane pra-
com doktorskim i moja opinia na jej temat jest pozytywna. Rekomenduje wiec
dopuszczenie Pana Donalda Woukeng Feudjio do dalszych etapéw przewodu
doktorskiego.
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