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KONKLUZJA

Przedtozna rozprawa spetnia wymagania formalne i zwyczajowe stawiane rozprawom doktorskim
i wnioskuje o dopuszczenie mgr. DONALDA WOUKENG FEUDJIO do dalszych etapéw przewodu
doktorskiego.

UZASADNIENIE

1. Wstep i najwazniejsze osiggniecie

Rozprawa doktorska mgr. DONALDA WOUKENG FEUDJIO dotyczy analizy jakosciowej dwu-
wymiarowych autonomicznych uktadéw dynamicznych za pomocg metod topologicznych wspo-
maganych komputerowo. Ta stosunkowo nowa dziedzina pozwala wydoby¢ pewne wlasnosci
uktadéw dynamicznych zwykle niemozliwych do uzyskania przy zastosowaniu tradycyjnych me-
tod numerycznych, ktére dajg jedynie numeryczng wartos¢ rozwiazania. Kluczows jest tu teoria
kombinatorycznych p6l wielowektorowych rozwinieta wezeéniej m.in. przez promotora rozprawy.
Gléwna idea polega na zastgpieniu oryginalnego uktadu dynamicznego ciggtego uktadem dys-
kretnym dzielgcym pozadane cechy uktadu ciggtego i poddajacym si¢ dalszej analizie teoretycz-
nej i obrébce komputerowej zmierzajacych do wykazania pewnych jakosciowych cech uktadu
wyjéciowego. Z pomoca takiego podejscia do problemu, w artylule [19] (numeracja jak w roz-
prawie) stworzono teoretyczne podstawy weryfikacji, a doktadniej podano warunki dostateczne,
istnienia orbit okresowych uktadu dynamicznego. Brakowalo jednak algorytmicznych konstruk-
cji kluczowych skoniczonych rozkladéw przestrzeni wyjsciowej pozwalajgcych na automatyczng
weryfikacje whasnoéci. Takie konstrukcje pokazano niedawno w artykule [24], ktérego jednym
z pieciu wspo6lautoréw jest habilitant. I wiasnie gltéwnie na tym artykule opiera si¢ niniejsza
rozprawa. Najwazniejszym osiggnieciem w rozprawie jest wigc podanie peinej procedury wspo-
maganej komputerowo, efektem ktorej jest weryfikacja istnienia i przyblizona lokalizacja orbit
okresowych danego dwuwymiarowego uktadu dynamicznego. Ta do$¢ skomplikowana proce-
dura wymaga wykonania wielu nietrywialnych krokéw i wykorzystuje zaréwno wczesniej znane
wyniki, jak i nowe wyniki teoretyczne habilitanta zaprezentowane w pracy [24].

2. Streszczenie zawartosci rozprawy

Rozprawa napisana jest w jezyku angielskim. Liczy 67 stron, na ktére sktadaja sie pie¢ roz-
dzialéw 1 bibiografia z 24 pozycjami. Rozdzial 1 ma charakter wstepny, a jego celem jest wpro-
wadzenie czytelnika w podstawowe pojecia i wlasnosci uzywane dalej, a zwigzane m.in. z prze-
strzeniami topologicznymi, algebra liniowa i analiza czy teoria graféw. Pojawiajg si¢ pojecia
przeptywéw, komplekséw symplicjalnych i odpowiednich grup homologii.
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Rozdzial 2 jest juz bezposrednim przygotowaniem pola do pokazania gléwnych wynikéw roz-
prawy. Wprowadzone sg elementy teorii kombinatorycznych pél wielowektorowych na danej
przestrzeni topologiczne] oraz wlasnosci generowanych przez nie odpowiednich ukladéw dy-
namicznych. Zdefiniowne sg m.in. homologiczny indeks Conleya i rozktad Morse’a. W dalsze]
czedei pokazano, ze dynamika rzeczonych ukladéw dynamicznych moze by¢ réwnowaznie stu-
diowana poprzez analize $ciezek w odpowiadajacych im grafach skonczonych. Zacytowano kilka
twierdzeh tgczacych oba podejscia. W koiicu zdefiniowano dopuszczalne przepltywy dla danego
rozktadu komoérkowego przestrzeni topologiczne;j.

Gléwne tezy rozprawy znajdujg si¢ w najdiuzszym i najbagatszym w wyniki rozdziale 3. Dla
wyjéciowego pola wektorowego ciggtego i triangulacji przestrzeni, pokazano automatyczng kon-
strukcje kombinatorycznego pola wielowektorowego dzielacego pozgdane wiasnosci pola cig-
glego, oraz odpowiadajgcego mu rozkladu komdrkowego. Konstrukcja takiego pola jest klu-
czowa m.in. dla pdézniejszej weryfikacji istnienia orbit okresowych. Zasadnicza procedura o na-
zwie ADMISSIBLEMVF zwracajaca kombinatoryczne pole wielowektorowe, jest pokazana w
podrozdziale 3.1 i poprzedzona dwoma pomocniczymi procedurami: sprawdzajgcg kierunek
przeplywu przez dang krawedZ (wazne jest tu pojecie transwersalnosci krawedzi) oraz ustala-
jacg wypuklosé elementdw rozkladu przestrzeni. Procedury sa zapisane w formie pseudokodéw,
a ich pozadane dzialanie wykazane w serii czterech twierdzen (Propositions 3.1.3, 3.1.4, 3.1.6,
Theorem 3.1.5) i zilustrowane przyktadami. W podrozdziale 3.2 dowodzi sie¢ (Propositions 3.2.1-
3.2.5, Theorem 3.2.6), ze jesli pole wielowektorowe zwracane przez ADMISSIBLEAVE generuje
pewien szczegdlny rozktad komérkowy to przeptyw odpowiadajacy oryginalnemu polu wek-
torowemu jest dopuszczalny wzgledem tego rozkladu. W konicu, w podrozdziale 3.3 opisano
iteracyjny algorytm, POINCARESECTION, ktdry potencjalnie znajduje kombinatoryczng wersje
sekcji Poincaré dla danego elementu rozkladu komérkowego. Pokazuje si¢ (Proposition 3.3.1),
ze algorytm albo zwraca pozadany wynik albo wykazuje btad. W tym drugim przypadku zaleca
sie powtarzanie procedury z innym startem, az do skutku.

W rozdziale 4 pokazano ulepszong metode konstrukeji kompleksu symplicjalnego bedacego pod-
stawg rozkladu komérkowego przestrzeni, zmierzajaca do optymalizacji calego procesu w przy-
padku skomplikowanych pél wektorowych. Wiaze si¢ to z uzyciem tzw. transwersalnych wielo-
katéw w celu zniwelowania mozliwych niepozadanych silnych rotacji wokét punktéw réwnowagi.
Odpowiedni algorytm TRANSVERSALPOLYTOPE i jego teoretyczne podstawy (Theorem 4.1.3-
4.1.5) wraz z przykladami sa w podrozdziale 4.1. Warto dodaé, ze wyniki wychodzg tu poza
dwa wymiary. Inne usprawnienia, zwigzane z zageszczaniem siatki i ‘uzwarcaniem’ przestrzeni,
sg wspomniane w podrozdziatach 4.2 i 4.3.

Ostatni rozdzial 5 stanowi podsumowanie calego wspomaganego komputerowo procesu we-
ryfikacji istnienia orbit okresowych dla danego ukladu dynamicznego, ktérego elementy byty
prezentowane i analizowane wczesniej. Poszczegblne kroki opisano w podrozdziale 5.1, nato-
miast w podrozdzialach 5.2 i 5.3 zaprezentowano dzialanie calego procesu na dwoéch przy-
ktadach pél wektorowych indukowanych odpowiednimi planarnymi réwnanami rézniczkowymi
zwyczajnymi. Rozprawe koriczy podrozdzial 5.4 zawierajacy dyskusje mozliwych przysziych
badan habilitanta.

3. Uwagi koncowe

W swojej rozprawie doktorskiej mgr DONALDA WOUKENG FEUDJIO rozwigzuje oryginalny
problem konkretnej implementacji procesu weryfikacji wspomaganej komputerowo istnienia or-
bit okresowych danego planarnego ukladu dynamicznego. Rozwigzanie problemu wigzalo sig
z dobrym zrozumieniem i zastosowaniem bogatego aparatu pojeciowego zwigzanego gléwnie
z zagadnieniami topologicznymi, oraz subtelnymi rozumowaniami. (Znalazlem potwierdzenie
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tego faktu réwniez przy okazji wystuchania referatu habilitanta na naszym seminarium w War-
szawie.) Zaprezenowane algorytmy realizujace poszczegdlne etapy dlugiego procesu weryfikacji
wymagaly nietrywialnych dowodéw ich poprawnosci. I z tym wszystkim doktorant dobrze sobie
poradzil.

Pewne watpliwosci mégtby wzbudzié fakt, ze rozprawa bazuje na artykule, ktéry obok habili-
tanta ma jeszcze czeterech wspélautoréw. Przyjmuje wyjadnienie autora wyrazone we wstepie i
osobistej rozmowie, ze o ile habilitant raczej nie zajmowal si¢ kodowaniem algorytmow, to jest
samodzielnym autorem dowodéw wszystkich twierdzerl (oprécz jednego twierdzenia, gdzie jest
wspotautorem) w kluczowych rozdziatach.

Recenzje zakonicze kilkoma uwagami, ktoére nie wptywaja na ogélng pozytywng oceng rozprawy,
jak w konkluzji na poczatku recenzji.

e Autor wskazuje, ze niektére etapy procesu weryfikacji mogg zawie$¢ i z tego powodu
proponuje pewne usprawnienia, jak np. uzycie transwersalnych wielokatéw w przypadku
‘trudnych’ uktadéw. Mimo tego, nie jest jasne jaki jest rzeczywisty zakres stosowalnosci
calej skomplikowanej procedury, co oczywiscie wigze si¢ z pytaniem o jej praktyczna
efektywnosc.

e W czesci wstepnej zabraklo mi troche przykladéw ilustrujacych wprowadzane pojecia,
zwlaszcza te zwigzane z topologig algebraiczng. Inne przyktady uktadéw dynamicznych
moglyby rzucié pewne $wiatlo na odpowiedz na pytanie w poprzednim punkcie.

e Jako numeryk zajmujacy sie zlozonodcig zadann numerycznych, chetnie zobaczytbym in-
formacje na temat kosztéw obliczeniowych.

e W rozprawie, zwlaszcza w poczatkowych rozdziatach oraz w bibliografii, jest sporo dro-
brych usterek redakcyjnych, z ktérych czes¢ wymieniam ponize;.
1. strona 12, linia -5: “A convex hull ... convA of a subset A ...”
2. 13, +6: “... an n-simplex spanned by vertices vg, vy, ..., V,. The number n is ...”

13, +9: “... boundary of S, denoted bd S, is the union of all k-faces of S, where k < n.
... of S we understand the set S\ bd S.”

13, +12: ‘geometric simplicial complex’
13, -12: ‘if and only if’
13, -8: “... a set of points and Q = conv S.
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13, -2: ‘abstract simplex’ i ‘geometric simplex’ nie byty formalnie zdefiniowane. Tu
powinna byé po prostu uzyta nazwa ‘simplex’.

8. 14, +4: “The simplex with the same vertices as o, but with the opposite orientation
is denoted by —o.”

9. 14, +9: “... is a function ¢ from ...”
10. 14, +14: “If p < 0 or p > dim K then C,(K) denotes ...”

11. 14, -4: Formula definiujaca 0,0 formalnie nie ma sensu, bo sympleks o nie jest
elementem grupy C,(K). Brakuje uwagi o utozsamianiu danego sympleksu o z od-
powiadajgcym mu p-tancuchem.

12. 15,+3: ‘... a boundary operator.’
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13.
14.
15.
16.
17.
18.
19.
20.
21
22.
23.
24.
25.
26.
27.
28.
29.
30.
31.
32.
33.
34.
35.

36.
37.
38.
39.
40.

15, +5: “From (1.10) we have ...”

15, +8: ... the pth homology group of K.”
15, -10,-11: ker 8p, im Op41,

15, -5: “A standard n-simplez (or unit n-simplex) ...”
15, -1: ‘n-simplices’

16, +7: “which is an (n — 1) simplex.”

16, +9: H,(X) = ker 0, /Im Op1.

16, +15: H, (X, A) = ker82/Im 62, .

16, -19: “A graph G [1, Section 1.1] is ...”

16, -17: ‘... edge of G ...’

16, -11: Zdane zaczynajace sie od ‘We will also’ jest niejasne.
16, -9: ...sets X and Y ...’

17, +4: “A graph is ... Vertices z and y ...”

18, +7: dimo =dim7 + 1

19, +3: “... the set Fr(X) = |X \ Xiop|.”

19, -9: “Moreover, cellular homology and ..”

20, +2: “Most of the definitions ...”

21, +1: “Any multivector field ...”

22, -15: “In [15] the authors consider the graph Gy ...”
24, -2: usungé ‘figure’

25, -13: “The map my is ...”

27, -16: “that a cellular decomposition”

29, +6: Tytul podrozdziatu jest taki sam jak tytul calego rozdzialu pomimo, ze w
podrozdziale nie ma mowy o przeplywach

66, -5: “Algebraic Topology”

66, -4: “Matriz Analysis”

67, +8: dane na temat pozycji [15] sa niekompletne
67, -14: powinno by¢ “108: 106226, 2022”

67, -1: W momencie pisania tej recenzji artykul [24] byl tylko w Open Access,
http://doi.org/10.1007 /s41468-023-00149-2
nie mial jeszcze przypisanego woluminu 1 stron.




