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1. Dane bibliograficzne dotyczace recenzowanej pracy

Promotorem rozprawy jest prof. dr hab. Marian Mrozek, a funkcje pro-
motora pomocniczego petni dr Tomasz Kapela.

Rozprawa napisana jest w catodci w jezyku angielskim, liczy 67 stron i
podzielona jest na nastepujace czesci: podzigkowania, streszczenie, spis tresci,
wprowadzenie, 5 rozdziatéw i bibliografie.

2. Tematyka rozprawy

W teorii uktadow dynamicznych niejednokrotnie mamy do czynienia z od-
wzorowaniami o bardzo bogatej i skomplikowanej dynamice. Czesto zdarza
si¢ takze, ze badane rOwnania nie majg analitycznych rozwigzan. W takich
przypadkach nader uzyteczne jest wykorzystanie topologicznych metod wspo-
maganych komputerowo. Computer assisted proofs odgrywaja coraz wieksza
role, pozwalajac mierzy¢ sie z coraz trudniejszymi problemami. Wielka w
tym zastuga promotora rozprawy, ktéry wraz ze swoim zespotem i wspol-
pracownikami od kilkudziesieciu lat ze znaczacymi sukcesami rozwija teorie i
oprogramowanie zwigzane z tworzeniem $cistych pod wzgledem matematycz-



nym dowodéw topologiczno-numerycznych.

W podejsciu tym wazne miejsce zajmuje przetozenie terminéw przestrzeni
topologicznych i odwzorowan na jezyk skonczonej kombinatoryki.

Pewnym aspektom tej problematyki po$wiecony jest recenzowany dok-
torat. Badanym problemem jest znajdowanie orbit periodycznych danego
uktadu pochodzacego od autonomicznego rownania rézniczkowego na dwu-
wymiarowej rozmaitosci.

3. Tresé rozprawy i uzyskane wyniki

Pierwsze dwa rozdzialy pracy poswiecone sg wprowadzeniu definicji i po-
je¢, na ktorych oparta jest dalsza czes¢ rozprawy. W szczegolnosci rozdziat
1 to preliminaria obejmujace podstawowe pojecia topologiczne, natomiast
rozdziat 2 dotyczy kombinatorycznych pol wielowektorowych. Pola te sa klu-
czowym pojeciem rozprawy, pozwalajg one na reprezentacje dynamiki w po-
staci skonczonych grafow. Oczywiscie konieczne jest zdefiniowanie odpowied-
nikow klasycznych poje¢ dynamiki, takich jak orbita czy szerzej rozwiazanie,
czeS¢ niezmiennicza, zbior izolujacy, itd. Réwnie wazne jest okreslenie bada-
nej klasy uktadéw dynamicznych (potoki dopuszczalne) i zwiazanych z nimi
specjalnych kombinatorycznych pél wielowektorowych zbudowanych z komo-
rek. Teoria kombinatorycznych pol wielowektorowych byta juz dostepna dla
doktoranta i mogta zosta¢ z sukcesem uzyta, dzieki wcze$niejszym pracom
promotora i jego wspolpracownikéw. Natomiast algorytmizacja pewnych pro-
cedur byta wcigz kwestig otwartg i ona wtasnie jest gléwnym przedmiotem
roZprawy.

Rozdziat 3 pracy zawiera konstrukcje wielowektorowych pél, ktére sa
jednoczesnie dopuszczalnymi rozktadami komorkowymi dla powierzchni za-
mknietych. Realizacja tego celu opiera sie w duzej czesci na identyfikacji kra-
wedzi transwersalnych, ktore wskazuja kierunek rozpatrywanego pola wek-
torowego. Rozdzial zamyka prezentacja algorytmu znajdowania kombinato-
rycznego przekroju Poincarégo dla rozpatrywanego pola wielowektorowego.

Ogélny dalszy plan dzialania wyglada w zarysie nastepujaco: pole wielo-
wektorowe zwigzane z dekompozycja komoérkowa moze by¢ wykorzystywane
do znajdowania pewnych izolowanych otoczen w wyjsciowym polu. Jesli zas
otoczenie izolujace majace indeks Conleya taki, jak dla hiperbolicznej or-
bity periodycznej, dopuszcza przekrdj Poincarégo, to istnieje w nim orbita
periodyczna. Znalezienie kombinatorycznego przekroju Poincarégo pozwala
wlagnie na stwierdzenie istnienia przekroju Poincarégo dla wyjsciowego ukta-
du dynamicznego, a co za tym idzie, jego orbity periodyczne;j.

Rozdziat 4 skoncentrowany jest na kompleksach symplicjalnych i dotyczy
znajdowania wtasciwej triangulacji, ktéra prowadzitaby do pozadanych re-



zultatow dla mozliwie duzej klasy uktadéw dynamicznych. Zaprezentowane
sg dwa podejscia. Pierwsze bazuje na koncepcji tzw. transwersalnych wielo-
Scianow, drugi za$ na idei dyspersji pola wektorowego.

Finalny rozdziat 5 stanowi podsumowanie przeprowadzonych rozwazan.
Zawiera on szczegdtowy schemat dziatan prowadzacych do znajdowania orbit
periodycznych, a takze przyktady jego zastosowania.

W koncowej czesci rozprawy zawarty jest tez interesujacy plan dalsze-
go rozwoju zaproponowanego podejsécia, poprzez przeniesienie zastosowanych
technik na przypadek 3-wymiarowy.

Doktorant spelit wymodg formalny posiadania autorstwa przynajmniej
jednego artykutu naukowego. Wyniki zawarte w pracy zostaty opublikowane
w niedawno powstatym, a juz renomowanym czasopi$mie J Appl. and Com-
put. Topology (por. pozycja [24] w bibliografii), a doktorant jest pierwszym
autorem:

Donald Woukeng, Damian Sadowski, Jakub Leskiewicz, Michat Lipinski,
and Tomasz Kapela, Rigorous computation in dynamics based on topologi-
cal methods for multivector fields J Appl. and Comput. Topology (2023).
https://doi.org/10.1007/s41468-023-00149-2, pages 1-34.

5. Ocena pracy

Doktorant wykazat sie wysokimi umiejetnosciami matematycznymi, przed-
stawiajac metode automatycznej detekeji orbit w uktadach dwuwymiarowych
przy pomocy potaczenia metod topologicznych, kombinatorycznych i technik
algorytmicznych.

Praca jest starannie napisana, wszystkie wystepujace w niej pojecia i uzy-
wane twierdzenia zostaly wprowadzone w poczatkowych rozdziatach. Docenié¢
nalezy takze sugestywne grafiki ilustrujace topologiczne rozwazania.

W rozprawie brakowato mi natomiast ukazania przez doktoranta nieco
szerszej perspektywy naukowej. W szczegoélnosci nader lakonicznie potrakto-
wana zostata kwestia, jak wyniki doktoranta maja sie do innych badan w tej
tematyce.

Pewien niedosyt budza réwniez zastosowania opracowanej metody. Autor
ukazuje ja w zasadzie wylacznie na "testowych” uktadach, nie liczac przy-
ktadéw zwiazanych z réwnaniem Van der Pola. Problem znajdowania orbit
periodycznych jest wazny zarowno w teorii uktadéw dynamicznych i réw-
nan rézniczkowych, jak tez w licznych zastosowaniach, na przyktad w fizyce,
inzynierii czy naukach biomedycznych. Interesujace bytoby zatem wykorzy-
sta¢ opracowang metode do wykrywania orbit dla uktadow rozpatrywanych
w tych dziedzinach, dla ktérych ich istnienie lub lokalizacja nie sg znane.



6. Konkluzja recenzji

Przedstawiong rozprawe doktorska oceniam pozytywnie, potwierdza ona
predyspozycje doktoranta do prowadzenia pracy naukowej. Autor rozwaza
w niej wazny problem matematyczny dotyczacy komuterowo wspomaganej
detekcji orbit periodycznych i przedstawia jego rozwigzanie.

W mojej opinii rozprawa spetnia wszystkie wymagania okreslone w art.
187 ustawy z dnia 20 lipca 2018 r. Prawo o szkolnictwie wyzszym i nauce.
Wnosze¢ o jej dopuszczenie do dalszych etapow przewodu doktorskiego.

Grzegorz Graff
(podpisano elektronicznie)
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