GRY W KOLOROWANIE
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Wiekszosciowym kolorowaniem grafu nazywamy takie pokoloro-wanie jego
wierzchotkéw, Ze dla kazdego wierzchotka v co najmniej potowa sasiadéw v ma
inny kolor niz v. Niech u(G) oznacza najmniejsza liczbe koloréw potrzebng do
wiekszosciowego pokolorowania grafu G. Ogélnie znane i fatwe do wykazania jest,
ze u(G) < 2 dla kazdego grafu G. Rozwazymy rozgrywany wariant tego parametru,
rozgrywanq wigkszosciowaq liczbg chromatyczng j1,(G), zdefiniowana poprzez dwu-
osobowq gre w kolorowanie, w ktérej jeden z graczy prébuje uzyskaé wiekszos-
ciowe kolorowanie catego grafu, podczas gdy drugi dazy do zapobiegnigcia temu.
Udowodnimy, ze dla kazdej liczby catkowitej n istnieje taki graf dwudzielny G(n), ze
jego rozgrywana wigkszoSciowa liczba chromatyczna jest wieksza niz n. Pokazemy
konstrukcje takiej rodziny graféw. Z tego faktu wynika, ze w ogdlnym przypadku
parametr p,(G) jest nieograniczony pomimo bardzo mocnego ograniczenia w wer-
sji nierozgrywanej. Z drugiej strony wskazemy, ze badany parametr p,(G) jest za-
wsze ograniczony przez col,(G), rozgrywana liczbe kolorujaca grafu G. W kolejnych
wynikach poprawimy to ograniczenie dla niekt6rych klas graféw. W szczeg6Inosci
udowodnimy, Ze rozgrywana wigkszos§ciowa liczba chromatyczna jest ograniczona
przez 3 dla kazdego drzewa binarnego T, a takze podamy przyklad takiego drzewa,
dla ktérego wymagane sg wszystkie 3 kolory. W kolejnym twierdzeniu udowodnimy,
ze rozgrywana wigkszosciowa liczba chromatyczna podpodziatu dowolnego grafu
prostego jest rownieZ ograniczona przez 3. Wyniki moga sugerowag, ze u,(G) jest
ograniczony dla graféw o ograniczonej liczbie kolorujgcej col(G). Udowodnimy
jednak réwniez, ze wbrew tej intuicji, dla kazdej liczby calkowitej k istnieje graf o
liczbie kolorujacej rownej 3 i wiekszo$ciowej liczbie chromatycznej wigkszej niz k.
Zaprezentujemy konstrukcje takiej rodziny graféw.

Przedstawimy réwniez zupelnie nowy wariant gry w kolorowanie z dodatkowa
zasada, ze w kazdym momencie gry pokolorowana cze$¢ grafu musi byé¢ jego
spjnym podgrafem. Zdefiniujemy analogiczny parametr spdjnej rozgrywanej
liczby chromatycznej oznaczony jako x.(G). Wskazemy kilka istniejacych strate-
gii, uzywanych w oryginalnej grze, ktére mozna dostosowaé¢ do nowej modyfikacji.
Ograniczymy ten parametr dla niektérych szczegélnych klas graféw, takich jak rodz-
ina graféow dwudzielnych, pokazujac, Ze nowy wariant jest gra znacznie rézniagca
sie od swojego pierwotnego odpowiednika. Udowodnimy réwniez, ze dla kazdego
grafu zewnetrznie planarnego, jego spdjna rozgrywana liczba chromatyczna jest
zawsze mniejsza lub réwna 6. Poprawimy to ograniczenie dla striangulowanych
grafow zewnetrznie planarnych, pokazujac, Ze dla takiej klasy spojna rozgrywana
liczba chromatyczna jest ograniczona przez 5. Przedstawimy réwniez przyktad
striangulowanego grafu zewnetrznie planarnego ze spdjna rozgrywana liczba chro-
matyczng rowna 5, pokazujac, ze ostatnie ograniczenie jest silne. Nasz ostatni wynik
pokazuje, Ze dla kazdej liczby catkowitej k istnieje graf o liczbie kolorujacej réwnej 4
oraz spojnej rozgrywanej liczbie chromatycznej wiekszej niz k. Ponownie podajemy
peing konstrukcje takiej rodziny graféw. Na podstawie zbadanych rodzin graféw
postawimy hipotezeg, ze dla dowolnego grafu jego spéjna rozgrywana liczba chro-
matyczna jest biewieksza od swojego klasycznego odpowiednika: x.(G) < x,4(G).
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