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Recenzja rozprawy doktorskiej Pana mgra Krystiana Gajdzicy
Arithmetic properties of A-partition functions

Rozprawa doktorska mgra Krystiana Gajdzicy sklada sie z szedciu rozdzialéw i gléwnie opisuje wyniki opu-
blikowane w pracach naukowych, ktérych autorem lub wspélautorem jest p. Gajdzica. Zgodnie z tematem
rozprawy dotyczy ona pewnych wihasnosci tzw. funkcji A-partycji. Standardowa funkcja partycji p(n) zwraca
liczbe mozliwych reprezentacji liczby n jako sumy liczb naturalnych. Badanie funkcii p(n) jest juz klasveznych
zagadnieniem, ktérego podejmowali sie liczni matematycy np. Eulera, Ramanujana, czy Erdés. Gléwnym ohiek-
tem badawczym recenzowanej rozprawy jest funkcja pa(n) zwigzana z danym multizbiorem A skiadajacym sie
z liczb naturalnych. Jest to funkcja bedaca uogdlnieniem funkeji p(n), ktéra dla danego multizbioru 4 i liczby
naturalnej n zwraca liczbe mozliwych przedstawieni liczby n jako sumy liczb bedacych elementami multizbiorn
A. Jest to o tyle interesujacy obiekt, ze dobierajac odpowiednio multizbiér A otrzymujemy dobrze znane w
literaturze funkcje partyeji np. funkcje p(n), funkcje zwracajaca liczbe partycji m-arnych, czy funkcje pp(n)
liczacy tzw. “plane partitions’. Autor rozprawy w gléwnej mierze zajmuje si¢ zagadnieniami zwiazanymi z ana-
logiem nieréwnosci p(a)p(b) > p(a-+b) udowodnionej przez Bessenrodta i Ono oraz z wlasnoscia logarytmicznej
wklestosci funkeji pa(n), czyli spelnianiem nieréwnosci p% (n) > pa(n+1)pa(n—1). Wyniki swoich badai autor
prezentuje w pigciu ostatnich rozdzialach rozprawy, podczas gdy rozdzial pierwszy poswiecony jest pojeciom
wstepnym i przytoczeniu znanych faktéw dotyczacych funkeji A-partycii, ktére beda wykorzystywane w dalszej
czedel pracy.

Rozdzial 2 podwiecony jest nierdwnosci Bessenrodta-Ono i wlasnoéci logarytmicznej wklestosci dla funkeji
pa(n), gdzie A jest skoficzonym multizbiorem. Kluczowym elementem tych rozwazan jest zatozenie o skoficzo-
nosci zbioru A, poniewaz w tym przypadku znane sa formuly asymptotyczne dla funkcji pa(n). dzieki ktérym
funkcje te mozna zapisaé jako pewien quasi-wielomian c,—1(n)n*~1 + ... + co(n). gdzie wspdtezynniki zaleza
od klasy reszt liczby n mod nww(A) oraz & oznacza liczbe elementéw multizbioru A. Ponadto kluczows role
w tym rozdziale odgrywa znany fakt. ze wszystkie wspolezynniki stojace przy n', i > j — 1. nie zalezg od n,
o ile dla kazdego j-elementowego podzbioru B zbioru A mamy nwd(B) = 1. Fakty te wraz z pewnvmi tech-
nicznymi oszacowaniami w dosyé bezposredni sposéb pozwalaja na uzyskanie nieréwnosci Bessenrodta-Ono
pa(a)pa(d) > pa(a + b) dla dostatecznie duzych a,b, o ile nwd(A4) = 1 oraz k > 2. Nieco subtelniejsze za-
stosowanie powyzszych faktéw (dla j = k — 2) pozwolilo autorowi uzyskaé¢ wlasnosé logarytmicznej wkleslogei
funkcji pa(n), oile k =21 A= {1.1} lub % > 3 i dla kazdego (k ~ 2)-elementowego podzbioru B zbioru 4
mamy nwd(B) = 1. Warto tutaj zaznaczyé. ze autor przedstawil réwniez odpowiedni argument pokazujacy, ze
wspomniane zatoZenia dotyczace zbioru A i ich podzbioréw sg rowniez konieczne. W dalszej czedci tego roz-
dzialu autor pokazuje, ze zastosowane techniki pozwalaja, przy nieco dokladniejszej analizie, otrzymaé pewne
rozszerzenia logarytmicznej wklestodci tj. logarytmiczng wklesloéé dla funkeji pa(n)/n® dla o > 0 oraz silna
logarytmiczng wklesto§é tzn. nierdwnoéé p? (n) > pa(n+m)pa(n—m). W kolejnych podrozdzialach Rozdziatu 2
p. Gajdzica dowodzi techniczne bardziej zlozone wlasnosci funkeji pa(n) dla skonczonego multizbioru 4. ktére
znane byly dla klasycznej funkeji partycji. Dokladniej méwiac, podaje on dosyé dokladny opis dla jakich skos-
czonych multizbioréw A funkcja pa(n) jest r-logarytmicznie wklesta oraz spelnia pewne nieréwnodci Turdna
i Laguerre’a. W tych trzech przypadkach autor po raz kolejny zauwaza, Ze punktem wyjécia jest mozliwoéé
przedstawienia funkeji A-partycji jako quasi-wielomianu, gdzie. przy odpowiednio silnym zalozeniu dotyczacym
wzglednej pierwszosci podzbioréw zhioru A, wspélezynniki przy najwyzszych potegach nie zalezy od n. W ce-
lu podkreslenia tej obserwacji autor dowodzi te nieréwnosci nie tylko dla funkcji partycji, ale dla dowolnych
quasi-wielomianéw, ktérych wspdlezynniki przy najwyzszych potegach nie zaleza od n. Réwniez te nieréwnofci
dla funkcji p4(n) sa poparte odpowiednimi przykladami i dyskusjami pozwalajacymi lepiej zrozumied, na ile
zalozenia istniejace w otrzymanych wynikach sg konieczne. Wyniki otrzymane w Rozdziale 2 zostaly zawarte
w trzech samodzielnych artykulach p. Gajdzicy, ktére zostaly juz opublikowane lub sg gotowe do publikacji.



W Rozdziale 3 autor podejmuje prébe podania warunkéw dostatecznych na to, aby nieréwnos$é Bessenrodta-
Ono i logarytmiczna wklestodé zachodzily dla funkeji pa(n) réwniez w przypadku, gdy A jest zbiorem nieskon-
czonym. Jak jednak wiadomo przypadek ten jest znacznie bardziej skomplikowany. poniewaz nie mozemy ocze-
kiwaé¢ w nim, ze funkcja p4(n) jest quasi-wielomianem. Wiadomo jednak, Ze dla nieskoficzonych mudtizbioréw A
tunkcja pa(n) ma superwielomianowy wzrost. Dlatego tez autor w tym rozdziale skupia sie gléwuie na warun-
kach jakie musi spetniaé funkcja f(n), aby dla funkcji F(n) mozna bylo uzyskaé nieréwnoéé Bessenrodta-Ono
i logarytmiczna wklesltosé, gdzie ci(n)ef/(™ < F(n) < cz(n)ef™. Przedstawione warunki dostateczne wydaja
sie dosyé silne, ale, jak pokazuje autor, pozwalajg one odtworzy¢ powyzsze nieréwnosci dla standardowej funkeji
partycji. Korzystajac z dosyé ogdlnego spojrzenia zaproponowanego w tym rozdziale autor przedstawia row-
niez pewne wyniki pozwalajace zrozumied zaleznodé¢ obu tych nieréwnosci tzn. nieréwnoéci Bessenrodta-Ono
i logarytmicznej wklestodci. Réwniez w tym przypadku mozemy znalezé liczne i ciekawe przyklady znacznie
utatwiajace lekture rozprawy. Wyniki z Rozdzialu 3 zostaly umieszczone w opublikowanej niedawno w Annals
of Combinatorics pracy wspélnej z promotorami p. Gajdzicy.

Ze wzgledu na brak odpowiednich formul pozwalajacych z powodzeniem zastosowaé dla funkcji pa(n) wy-
niki przedstawione w Rozdziale 3, autor rozprawy w Rozdziale 4 stosuje pewne argumenty kombinatorvezne do
uzyskania hadanych nieréwnodci w przypadku, gdy A jest multizbiorem nieskoficzonym. Pomystows i kluczows
obserwacja pozwalajaca badaé w ten sposéb nieréwnosé Bessenrodta-Ono jest Twierdzenie 4.2.3. gdzie autor
dowodzi, ze wiedzac, Ze nieréwno$é ta zachodzi dla wszystkich argumentéw z pewnego skotficzonego zakresu
mozua udowodnié¢ jej prawdziwo$é dla wszystkich dostatecznie duzych argumentéw funkeji pa(n) dla zbio-
réw skoficzonych lub nieskoficzonych A = {a1, az, as, ...}, gdzie elementy sa ustawione w porzadku rosnagcym,
a1 = 1, 2a9 < a3 oraz a4y — @ 2 az dla kazdego | > 3. Wynik ten, o ile nie jest bezwarunkowy. bo zalegy
od koniecznosci sprawdzenia prawdziwoscei nieréwnosci Bessenrodta-Ono dla pewnego skoiliczonego zbioru ar-
gumentéw, pozwala udowodnié¢ bezwarunkowo prawdziwosé tej nierdwnosci dla pewnych szezegblnyeh funkeji
partycji. Autor pokazuje to dla przypadku, gdy A = {m?:i € N} lub A= {n™ : n € N} dla m > 2. Wyniki te
zostaly zawarte w przygotowanej do druku samodzielnej pracy p. Gajdzicy.

Rozdzial 5 poswiecony jest tzw. polinomizacji nieréwnosci Bessenrodta-Ono. Mianowicie, wiadome jest, ze
mozna zdefiniowaé w sposéb rekurencyjny wielomiany P,(z) o wspoélezynnikach catkowitych i stopniu n, tak
aby B, (k) = p_x(n), gdzie p_r(n) liczy liczbe tzw. k-kolorowych partycji liczby n. Wéwezas, jak pokazali He-
im. Neuhauser i Troger, nieréwnosé Bessenrodta-Ono mozna rozszerzy¢ do nieréwnosci P, (2)Py(x) > Povs(a).
W rodziale tym autor definiuje wielomiany fa ,(x) realizujgce polinomizacje funkcji pa{n). w szczegélnosci
fan(1) = pa(n). Za gtéwny wynik tego rozdzialu mozna uznaé udowodnienie nieréwnosci Bessenrodta-Ono dla
wielomianéw fa.,(r) iz > 5, gdzie w zbiorze A liczba 1 wystepuje jednokrotnie, a pozostate liczby naturalne j
wystepujg nie wiecej j razy. W ostatnim podrozdziale Rozdziatu 5 autor rozprawy przedstawia wyniki pokazu-
jace, na ile ogdlne jest zastosowane podejécie. Mianowicie, przedstawione sa badania warunkéw dostateczuych
pewnych dosyé ogdlnych funkeji zdefiniowanych w sposéb rekurencyjuy (podobuy do réwnosci rekurencyjoych
zachodzacych dla f4.,.(7)) na to, aby zachodzil dla nich analog nieréwnosci Bessenrodta-Ono. Wyniki przed-
stawione w tym rozdziale zostaly zawarte w dwéch artykulach, w ktérych wspélautorami byli miedzy innymi
Heim i Neuhauser.

Ostatni rozdzial rozprawy dotyczy pewnych wlasnodei podzielnosci wartodei funkeji pa(n). Giéwnym bada-
nym zagadnieniem jest gestos$é zbioru {n € N:m 4 pa(n)}, m > 2. Pierwszym wynikiem dotyvezacym gestosc
powyzszego zbioru dla m = 2 jest udowodnienie dla nieskoficzenie wielu k, Ze

lim f{n < N :pa,(n) =1mod2} < g
N—ooo N 3

gdzie A = {a; : i € N} oraz Ay = {ay.....a;}. Nastepnie w celu uzyskania dolnego oszacowania gestosci

powyzszego zbioru p. Gajdzica pokazal, Ze nie istniejg zbyt dlugie ciagi kolejnych liczb naturalnyveh n. dla
ktorych mipa, (n). Bezposrednig konsekwencja tego faktu jest nieréwnosé
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Rozdzial 6 zakoficzony jest seria pewnych wynikéw dotyczacych podzielnoscei wartodci pas, (n). gdzie AT sklada
sie z kolejnych poteg liczby m.



Podsumowanie. Pan mgr Krystian Gajdzica jest autorem o$miu prac naukowych, ktorych wyniki sa czedcia
recenzowanej rozprawy doktorskiej. Wigkszos¢ z nich zostala juz opublikowana lub przyjeta do druku w do-
brych miedzynarodowych czasopismach specjalistycznych dotyczacych teorii liczb i kombinatoryki. Dwie prace
napisane sg wspdlnie z matematykami z innych osrodkéw naukowych, co swiadezy o zauwazenin wezesniejszych
samodzielnych wynikéw p. Gajdzicy przez specjalistéw zajmujacych sie zagadnieniem partycji liczb. Prace na-
ukowe autora rozprawy $wiadcza o jego wyraznej samodzielnodci w prowadzeniu badaii oraz o umiejetnosci
nawigzywania wspdlpracy z innymi matematykami. Bardzo dobrze méwi to o dojrzalodci matematycznej mgra
Krystiana Gajdzicy. Sama rozgprawa doktorska napisana jest niezwykle starannie. Praktycznie trudno znalezé
w niej jakiekolwiek usterki. Dowody przeprowadzone sa wyjatkowo starannie i z duzym wyczuciem. co zna-
czgco ulatwia $ledzenie argumentéw przedstawionych w rozprawie. Jest to niezwykle rzadkie na tym etapie
kariery naukowej. Uwazam, ze problem zbadania wlasnodci A-partycji, postawiony przed p. Gajdzica. zostal
przez niego zrealizowany dosy¢ kompletnie. Przedstawione wyniki, zwlaszcza te z poczatkowvch rozdzialéw
rozprawy, sa lub wydaja sie byé optymalne, wigc w pelni odpowiadaja na postawione pytania, Zaprezentowane
ciekawe przyklady pokazuja réwniez, ze autor rozprawy dosyé dobrze przeanalizowal szczegélne i skrajne przy-
padki dla danego zagadnienia. Ich dobér jest bardzo trafuy. co pozwala bardzo dobrze rozpoznaé sile danego
wyniku. Metody dowodowe stosowane w rozprawie mozna uznal za dosyé klasyczne, ale nietrywialne. Trud-
no w pracy znaleZé¢ bardzo nowoczesne i zaawansowane techuiki dowodowe. Ztozonoéé uzytych argumentéw
polega tutaj raczej na doglebnym zbadaniu i zrozumieniu natury badanych obiektéw i obraniu odpowiedniej
strategii dowodowej. Wszystko to swiadczy o wysokim poziome matematycznym, duzej dojrzalosci i bardzo
dobrym opanowaniu technik dowodowych charaktervstycznych dla tej tematyki. Podsumowujac uwazam, ze
przedstawiona rozprawa spelnia z nawigzka ustawowe i zwyczajowe wymagania stawiane rozpra-
wom doktorskim i wnosze o dopuszczenie Pana mgra Krystiana Gajdzicy do dalszych etapéw
przewodu doktorskiego.
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