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Tematyka rozprawy mgra Krystiana Gajdzicy lezy na styku dwoch dziedzin: teorii liczb
i kombinatoryki enumeratywnej. Gtéwnym obiektem badan opisanych w niniejszej roz-
prawie jest tzw. funkcja A-partycji, ktora uogélnia klasyczna funkcje partycji Eulera do
dowolnego multizbioru A. Funkcja partycji p(n) zlicza wszystkie sposoby przedstawienia
liczby n jako sumy dodatnich liczb naturalnych i jej funkcja tworzaca zdefiniowana jest

nastepujaca réwnosciag szeregbw potegowych

> (g = 11 -4)"

Funkcja A-partycji zlicza ,,pokolorowane” partycje, ktorych czesci przyjmuja wartosci w
multizbiorze A, za$ liczba mozliwych pokolorowan czesci a € A, odpowiada jej krotnosci
w multizbiorze A. Méwiac bardziej precyzyjnie funkcja tworzaca A-partycji zdefiniowana

jest nastepujaca rownoscia szeregdw potegowych:

> paln)g” =11 —¢")",

n=0 neA
gdzie A jest multizbiorem dodatnich liczb catkowitych. Wybierajac A = Ny otrzymuje-
my klasyczng funkcje partycji. Tematem przewodnim recenzowanej rozprawy jest proba
uogdlnienia réoznych znanych wynikéw dotyczacych funkeji partycji do bardziej ogélnego
przypadku funkcji A-partycji. W pierwszej czesci rozprawy Pan Gajdzica bada wtasnosé
log-wklestosci, oraz tzw. nieréwnosé¢ Bessenrodt—Ono dla funkcji A-partycji, oraz podaje
pelng charakteryzacje skonczonych multizbiorow A dla ktérych one zachodza. Nastep-

nie dowodzi analogicznych twierdzen dla nieco bardziej skomplikowanych nieréwnosci,
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mianowicie dla tzw. r-log wklestosci, nieréwnosci Turana, oraz wyzszych nieréwnosci La-
guerre’a. W ostatniej czesci rozprawy autor bada gestosé nieparzystych wartosci funkeji

A-partycji dla skoniczonych multizbioréw A.

Przedstawione w rozprawie wyniki oparte sa na pieciu pracach, ktére zostaly juz opubli-
kowane lub przyjete do druku, oraz dwoch preprintach dostepnych na platformie arXiv
(dodatkowo fragment piatego rozdziatu rozprawy oparty jest na czesciowych wynikach
nad ktorymi Pan Gajdzica wciaz pracuje wspoélnie z B. Heimem, M. Neuhauserem oraz
B. Zmija). Prace te ukazaty sie w dobrych i bardzo dobrych czasopismach specjalistycz-
nych takich jak Discrete Math., J. Number Theory, Res. Number Theory, Annals of Com-
binatorics. Sposrod tych siedmiu prac jedynie dwie sa wspotautorskie (jedna z nich na-
pisana wspolnie z P. Miska i M. Ulasem, ktoérzy sa kolejno promotorem pomocniczym
oraz promotorem Pana Gajdzicy, a jedna napisana wspolnie z B. Heimem oraz M. Neu-
hauserem). W mojej opinii jest to imponujacy dorobek na tak wczesnym etapie kariery
naukowej. Ponadto tematyka log-wklestosci w kontekscie kombinatoryki enumeratywnej
i geometrii dyskretnej jest niezwykle szybko rozwijajaca sie i obecnie bardzo popularng
dziedzing matematyki o czym $wiadczy chociazby medal Fieldsa przyznany June’owi Huh
w 2024 za jego osiagniecia w tej dziedzinie. Doktorant uogélnia wzglednie $wieze wyniki
takich specjalistow jak Ken Ono, czy Igor Pak, co dodatkowo podkresla iz podjeta w

pracy doktorskiej tematyka cieszy sie¢ zainteresowaniem na swiecie.

Zanim przejde do szczegdltowego omoéwienia wynikéw nadmienie iz dysertacja zostata na-
pisana bardzo starannie. Autor wprowadza czytelnika do tematyki swoich badan prezen-
tujac dotychczasowe istotne wyniki w tej dziedzinie, podajac liczne przyktady i szczego-
towo wyjasniajac motywacje stojace za podjeta problematyks, co mocno utatwia lekture
niespecjalistom. Kazdy rozdziat rozpoczyna sie krotkim omoéwieniem przedstawionych w
nim wynikéw, ktore ponadto opatrzone sa licznymi komentarzami na temat tego jak
potencjalnie mozna by je wzmocni¢, lub dlaczego (jesli w ogole) nie sa one optymalne.
Podsumowujac, czytanie przedstawionej pracy doktorskiej byto przyjemnoscia i w mojej

opinii redakcja przedstawionego tekstu jest absolutnie wzorowa.

Omoéwienie i ocena wynikéw

Oryginalne wyniki otrzymane przez Pana Gajdzice przedstawione sg w rozdziatach 2-6.
Glowna motywacja do badan przedstawionych w rozdziale drugim sa nastepujace dwie
nierownosci zachodzace dla klasycznej funkcji partycji. Pierwsza z nich to twierdzenie
Nicolas’a z 1978 pokazujace ze funkcja partycji (p(n)),>1 jest ciagiem log-wklestym dla

n > 26, oraz wynik Bessenrodt—Ono z 2016 dowodzacy nastepujacej nieréwnosci:
p(a)p(b) > pla+b), a,b>2,a+b>09,

zwanej dalej nierownoscig Bessenrodt—Ono. Autor dysertacji bada problem log-wklestosci,
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oraz nieréwno$¢ Bessenrodt-Ono dla funkcji A-partycji pa(n),>1 w przypadku gdy A
jest multizbiorem skoriczonym. Gléwne twierdzenia to klasyfikacja skoniczonych multi-
zbioréow dla ktoérych te nieréwnosci zachodza. Autor pokazuje ze nieréwnosé Bessenrodt—
Ono zachodzi dla skonczonych A wtedy i tylko wtedy gdy |A| > 2 i ged(A) = 1, za$
ciag (pa(n))n>1 jest log-wklesty dla odpowiednio duzych n wtedy i tylko wtedy gdy
A= {11} lub |A| = k > 31 gcd(B) = 1 dla kazdego k — 2-elementowego podzbio-
ru B C A. Nastepnie autor bada roézne warianty log-wklesto$ci, np. nieréwnosci ty-
pu pa(n)? > pa(n — m)pa(n +m) dla m > 1, pa(n) > (14 %) pa(n — Dpa(n + 1),
czy log-wklestos¢ ciagu pg—?). We wszystkich tych przypadkach nieréwnosé udowodnio-
na jest dla skoniczonych multizbioréw A spelniajacych niemal te same warunki ktore
gwarantuja log-wklestosé. W ostatnich dwoéch podrozdziatach autor bada kolejno r-log-
wklestosé, oraz nierownosé Turana wyzszego rzedu. Mowiac dosé oglednie, r-log-wklestosé
jest wtlasnoscig dodatniosci elementow ciggéw otrzymanych poprzez r iteracji opera-
cji (zi)is0 > (@ — Ti%is2)iso. W szczegolnosci 1-log wklestosé jest po prostu log-
wklestoscia. Definicja nieréwnosci Turana wyzszego rzedu jest znacznie bardziej skom-
plikowana, wiec nadmienie jedynie ze nieréwnosci Turana drugiego rzedu jest ponownie
log-wklestoscia, lecz ze stabymi nieréwnosciami, natomiast wyzsze nieré6wnosci pojawiaja
sie naturalnie w kontekscie badania potozenia pierwiastkow tak zwanych wielomianow
Jensena przesunietych o zadany ciag. Hou i Zhang udowodnili w 2016, ze funkcja par-
tycji p(n) jest asymptotycznie r-log-wklesta dla wszystkich » > 1, natomiast Griffin,
Ono, Rolen i Zagier udowodnili wyzsze nieréwnosci dla p(n) i odpowiednio duzych n.
W przypadku skonczonego multizbioru A Pan Gajdzica dowodzi iz dla ustalonego r i
multizbioru |A| = k, funkcja A-partycji pa(n) jest asymptotycznie r-log-wklesta wtedy
i tylko wtedy gdy ged(B) = 1 dla kazdego k — 2r-elementowego podzbioru B € A. W
przypadku wyzszych nieréwnosci Turana Pan Gajdzica dowodzi dostatecznego warunku,
ktory mowi ze dla multizbioru |A| = k oraz ustalonego 1 < d < k funkcja A-partycji
pa(n) spelnia nieréwnos¢ Turana rzedu j dla kazdego 1 < j < d gdy ged(B) = 1 dla
kazdego k — d-elementowego podzbioru B C A. Wszystkie te wyniki zostaly udowodnione
do$¢ elementarnymi metodami, co moze zaskakiwaé biorac pod uwage jak bardzo ogdlna
klasyfikacje udato sie otrzymaé¢ autorowi. Gléwny pomyst polega na analizie zachowania
badanych nieréwnodci dla ciagéw ktore potrafimy ograniczy¢ z dotu i z gory kwaziwie-
lomianami, ktérych dominujace czesci sa znane. Ta strategia dobrze dziala dla funkcji
pa(n) w przypadku skoriczonego multizbioru A, gdyz Cimpoeas i Nicolae znalezli jawny
wzor wyrazajacy pa(n) jako kwaziwielomian. Elementarna, lecz pomystowa i elegancka

analiza prowadzi autora do przedstawionych wynikow.

W kolejnym rozdziale autor stawia naturalne pytanie: co mozna powiedziec¢ o log-wklestosci
i nier6wno$ci Bessenrodt—Ono dla funkcji A-partycji gdy multizbior A jest nieskonczony?
Podobnie jak w poprzednim przypadku doktorant wykazuje, ze jesli kontroluje wzrost
funkcji A-partycji to potrafi znalezé warunki implikujace badane nieréwnosci. W przeci-

wienstwie do przypadku skonczonego multizbioru A dla ktérego wzrost funkeji A-partycji



jest kwaziwielomianowy, nieskonczony multizbior A wymusza wzrost superwielomianowy.
Autor wykazuje, ze jesli dla zadanej funkcji F': Nyg — Ryq jej wzrost kontrolowany jest

poprzez pewne funkcje ¢y, co, f: Nog — R<g w nastepujacy sposob:
c1(n)ef™ < F(n) < cy(n)ef ™,

to odpowiednie zachowanie funkcji ¢y, co, f implikuje log-wklestosé i nieréwnosé Bessenrodt—
Ono. Pan Gajdzica pokazuje jak zastosowaé to twierdzenie do przypadku klasycznej funk-
cji partycji, oraz w przypadku nieréwnosci Bessenrodt—-Ono do m-arnej funkcji partycji
(tatwo pokazaé¢ ze m-arna funkcja partycji nie moze by¢ log-wklesta i jest to przyktad ilu-
strujacy fakt, ze przy dodatkowych zatozeniach log-wklestosé zawsze implikuje nierownosé

Bessenrodt—Ono, ale nie na odwrot).

Nastepne dwa rozdzialy dowodza nieréwnosci Bessenrodt—Ono dla pewnych klas funk-
cji A-partycji, do ktorych nie stosuja sie wyniki opisane wczesniej. W pierwszym z nich
zastosowane jest podejécie kombinatoryczne polegajace na bezposrednim skonstruowaniu
iniekcji pomiedzy zbiorami ktore porownujemy. Oprocz m-arnej funkeji partycji, dla ktorej
nieré6wnos$¢ Bessenrodt—Ono zostata udowodniona we weze$niejszym rozdziale, podejscie
kombinatoryczne pozwala réwniez pracowaé ze zbiorem postaci Ay := {n?: n € Nyg},
dla d > 2. W nastepnym rozdziale autor pokazuje nieréwnosé Bessenrodt—Ono dla pew-
nych wielomianow (fa(z;n)),>1 dla © > 5, odpowiednio duzych n, oraz multizbioru A
ktory zawiera 11 w ktérym kazda liczba 7 wystepuje co najwyzej j razy. Skonstruowany
wielomian fa(z;n) ma t¢ wlasnosé ze fa(k;n) jest funkcja k-pokolorowanych A-partycji
rozmiaru n dla kazdego k > 1. Przedstawiony wynik istotnie uogoélnia wczesniejsze wyniki

Heima i Neuhausera, oraz Heima Neuhausera i Trogera.

Ostatni rozdzial jest nieco inny i jest poswiecony badaniu parzystosci funkcji A-partycji.
W przypadku zbioru skonczonego [k] := {1,...,k} Karhadkar udowodnil nastepujace
ograniczenia na gestos¢ nieparzystych wartosci funkeji [k]-partycji:
N|: =1 d?2
> eV =1 (mod 2)}
k(k+1) = N—c N

dla wszystkich liczb catkowitych k£ > 1, oraz

2 > lim [{n € [N]: ppy(n) =1 (mod 2)}|
3 N—oo N

dla nieskoniczenie wielu k. Wyniki przedstawione w tym rozdziale istotnie uogoélniaja

twierdzenie Karhadkara zastepujac zbior [k] dowolnym skonczonym multizbiorem Ay =

{ai,...,a;}. Pan Gajdzica dowiodl, ze dla ustalonego m > 2
1 e N pa () 20 (mod m)
Zi:l a; N—oo N
dla wszystkich liczb catkowitych k£ > 1, oraz
2 > lim {n € [N]: pa,(n) =1 (mod 2)}|
3~ N-ooo N



dla nieskoniczenie wielu k (dla dowolnego ustalonego ciggu dodatnich liczb catkowitych
ai, ag, ... ). Glowna idea dowodu opiera si¢ na analizie okresu ciagu (pa, (n) (mod m)),>1,
co jest mozliwe dzieki twierdzeniu Kwonga ktore mowi jak znalezé okres dowolnego ciggu
liczb naturalnych modulo m przy zatozeniu ze znamy okresy tego ciggu modulo potegi

liczb pierwszych doktadnie dzielacych m.

Podsumowanie

Wyniki przedstawione w recenzowanej rozprawie doktorskiej w znacznej wiekszosci zosta-
ty juz opublikowane w dobrych i bardzo dobrych specjalistycznych czasopismach nauko-
wych i nie mam watpliwosci ze material przedstawiony w rozdziale drugim i czwartym
rowniez zostanie w przysztosci opublikowany w dobrych czasopismach. Doktorant istotnie
rozszerzyl dotychczasowe wyniki dotyczace log-wklestosci oraz nieréwnosci Bessenrodt—
Ono w kontekscie funkcji A-partycji i wykazal sie doglebnym zrozumieniem natury ba-
danych nieréwnosci, o czym $wiadczy proba stosowania réznych metod do poszerzenia
klasy multizbiorow A dla ktérych zaobserwowane nieréwnosci zachodza. W mojej opinii
dysertacja mgra Krystiana Gajdzicy zatytutowana “Arithmetic properties of A-partition
functions 7 spelnia ustawowe i zwyczajowe wymogi stawiane rozprawom doktorskim. W
zwigzku z tym wnosze o dopuszczenie jej autora do dalszych etapéw postepowania dok-

torskiego.
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