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Recenzja rozprawy doktorskiej Krystiana Gajdzicy

Arithmetic properties of A-partition functions

Praca doktorska Krystiana Gajdzicy bada kilka ciekawych probleméw w obrebie teorii
partycyi. Jest to wazna, klasyczna dziedzina lezgca na styku teorii liczb i kombinatoryki,
zapoczatkowana fundamentalnymi pracami Eulera, a rozwijana pdzniej m. in. przez Rama-
nujana, Hardy’ego, MacMahona, czy Rademachera. Posiada ona liczne powigzania i rozlegle
zastosowania, czasami w doéé¢ zaskakujacych dziatach, jak np. mechanika statystyczna czy
termodynamika.

Partycjg (podzialem) liczby naturalniej n nazywamy dowolny zestaw liczb naturalnych
sumujacych sie do n. Na przyktad, liczba 5 ma nastepujace partycje:

11111,1112,113,122, 14,23, 5.

Oczywistym obiektem zainteresowania matematykow (poczawszy od Eulera) jest funkcja p(n)
wyrazajaca liczbe réznych partycji liczby n. O funkeji p(n) wiemy juz sporo, jednak wcigz
kryje ona w sobie wiele tajemnic dostarczajac nieustajacej motywacji badaczom. Wymownym
przyktadem tego fenomenu jest wiadnie rozprawa Krystiana Gajdzicy, ktérej gtéwne wyniki
oméwie skrétowo ponize;j.

Wtasciwie cala rozprawa dotyczy nastepujacego uogdlnienia pojecia partycji liczby natu-
ralnej. Mamy zadany multizbiér liczb naturalnych A, w ktérym kazda liczba ma okreslona
liczbe wystapien (byé moze zero). Rozwazamy teraz A-partycje liczby n, czyli takie partycje,
ktérych skladniki sg elementami multizbioru A. Dla lepszego wyobrazenia mozemy myslec,
ze wielokrotne kopie danego elementu a € A sa pokolorowane, kazda innym kolorem, co pro-
wadzi do odpowiedniego zwielokrotnienia danej partycji. Na przyktad, jezeli krotnosé liczby
1 w multizbiorze A wynosi 2, a krotnoéé liczby 3 wynosi 1, to zwykla partycja 113 liczby 5
generuje trzy kolorowe A-partycje:

113,113, 113.

Analogicznie definiujemy fuukcje pa(n) jako liczbe A-partycji liczby n. Warto podkresli¢,
ze wiele naturalnych wariantéw partycji (up. partycje planarne, k-kolorowe, m-arne, pote-
gowe, etc.) podpada pod schemat A-partycji z odpowiednim multizbiorem A. Naturalnym

kierunkiem badan jest wiec ustalenie ktére z wlasnosci tradycyjnej funkeji p(n) pozostaja
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prawdziwe dla wariantu kolorowego p4(n), ewentualnie pod jakimi warunkami natozonymi
na multizbiér A.

W swojej rozprawie autor koncentruje si¢ na dwoch takich fundamentalnych whasnosciach.
Pierwsza z nich to tzw. wklgstos¢ logarytmiczna (w skrécie log-wklestosé) funkcji p(n), ktéra
wyraza sie nieréwnoscig

p(n)? > p(n — Dp(n + 1),

dla n > 25. Druga za$, to nieréwnos$¢ Bessenrodta-Ono:

p(a)p(b) > pla + b),

ktora zachodzi dla wszystkich a, b spelniajacych warunki a,b > 11ia+ b > 9. Oba te wyniki
uzyskano stosunkowo niedawno.

W rozdziale drugim rozprawy autor bada kiedy podobne wlasnosci zachodza dla funkeji
pa(n) (dla dostatecznie duzych n) w przypadku, gdy multizbiér A jest skoficzony. W Twier-
dzeniu 2.2.5 podaje eleganckie kryterium dla nieréwnosci Bessenrodta-Ono sprowadzajace
si¢ do prostego warunku nwd(A) = 1 (oraz |A| > 1). W przypadku log-wklestosci analogicz-
nym kryterium (uzyskanym w Twierdzeniu 2.3.4) jest nwd(B) = 1, gdzie B jest dowolnym
pod(multi)zbiorem A licznosci |A| — 2 (przy zalozeniu |A| > 3). Ponadto, autor bada takze
trzy podstawowe uogélnienia log-wklestosci oraz trzy warianty wyzszego rzedu (tzw. r-log-
wklestos¢ oraz nieréwnoséci Turdna i Laguerre’a) uzyskujac w kazdym przypadku podobne
kryteria (Twierdzenia 2.4.1-3, 2.5.1, 2.5.8, 2.5.11, 2.6.1, 2.7.5). Metody dowodowe to wyra-
finowana kombinacja rozumowan elementarnych i analitycznych umiejetnie wykorzystujaca
znane wyniki, ich odpowiednie modyfikacje czy wzmocnienia, a takze nowe rezultaty pomoc-
nicze. Kluczowg wlasnoscia jest tu tzw. quasi-wielomianowosé funkeji pa(n) wynikajaca ze
skoriczonosci multizbioru A. Wiekszo$é wynikow tej czesci rozprawy zostata opublikowana w
Journal of Number Theory i Research in Number Theory.

Rozdzial trzeci rozprawy dotyczy podobnych zagadnieri, gdy multizbiér A jest nieskoriczo-
ny. Wowezas funkcja p4(n) ma wzrost ponad-wielomianowy, co sugeruje ogélniejsze podejscie
poprzez badanie klasy funkcji F'(n) spelniajacych nieréwnoéci:

c1(n)ef™ < F(n) < cy(n)ef™,

W Twierdzeniach 3.2.1 i 3.3.1 znaleziono warunki implikujace log-wklesto$é i nieré6wnosé
Bessenrodta-Ono dla takich funkcji. Ponadto, w Twierdzeniu 3.4.1 wskazano pod jakimi
warunkami pierwsza z tych wlasnosci implikuje drugg. Podano takze ciekawy przyktad na to,
ze odwrotna implikacja nie zachodzi, bazujacy na partycjach m-arnych (Twierdzenie 3.4.8).
Wyniki te ukazaly sie w artykule opublikowanym w Annals of Combinatorics.

W rozdziale czwartym rozprawy autor podejmuje ciekawa kwestie poszukiwania czysto
kombinatorycznych dowodéw wlasnosci funkeji pa(n), a takze stowarzyszonych z nimi tzw.
rozszerzonych funkcji max pa(n), zdefiniowanych jako maksimum po wszystkich A-partycjach
liczby n z iloczynu wartosci p4(k), gdzie k przebiega sktadniki danej partycji n. Na przyklad,
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maxp(5) = 6, gdyz p(2) - p(3) = 2-3 = 6 jest najwickszg wartosciag sposréd wszystkich
uzyskanych w ten sposéb na partycjach liczby 5. Uzyskane wyniki ogélne (Twierdzenia 4.2.1 i
4.2.3 ) ograniczaja sie do przypadku, gdy A jest zbiorem liczb naturalnych (nie multizbiorem),
pozwalajg jednak otrzymac nieréwnosci Bessenrodta-Ono dla partycji m-arnych i potegowych
(Twierdzenia 4.3.4 1 4.4.2), co prowadzi do ciekawych konkluzji o ich funkcjach rozszerzonych
maxpa(n) (Twierdzenia 4.3.5 i 4.4.3). Wyniki tej czeéci pracy pochodzg z manuskryptu
autora, ktéry widnieje w znanym repozytorium internetowym arXiv.

Tematem kolejnego, pigtego rozdziatu sg wielomianowe wersje nieréwnoséci typu Bessenrodta-
Ono. Punktem wyjscia jest niedawny rezultat uogélniajacy te nieréwnos¢ na pewng rodzing
wielomianéw P,(x) powiazanych z k-kolorowymi partycjami, czyli A-partycjami, gdzie A jest
multizbiorem, w ktérym kazda liczba ma krotnoéé¢ doktadnie k. Wielomiany te mozna takze
zdefiniowa¢ rekurencyjnie, badz przy uzyciu odpowiednich funkeji tworzacych. Nierdwnosé

Bessenrodta-Ono dla P,(z) ma postaé
P,(z) - Py(z) > Pays(z)

i zachodzi dla wszystkich x > 2 oraz a + b > 2. Gléwny wynik tego rozdzialu (Twierdzenie
5.3.4) stanowi eleganckie uogdlnienie tej nieréwnosci na wielomiany fa,(z) zdefiniowane ana-
logicznie dla dowolnych multizbioréw A (spelniajacych pewne drobne ograniczenia). Znajduje
sie on w pracy opublikowanej w Annals of Combinatorics.

Ostatni, szésty rozdzial rozprawy dotyczy nieco innych wiasnosci partycji, nawigzuja-
cych do stynnych tozsamosci kongruencyjnych Ramanujana oraz znanej hipotezy o réwnosci
asymptotycznej gestosci liczb n o parzystych i nieparzystych warto$ciach funkcji p(n). Gléw-
ne wyniki to uogélnienie dwéch twierdzen szacujacych gestosé dla wartosci nieparzystych
funkeji pn,, gdzie Ny = {1,2,...,k}, na przypadek Ay, czyli prefiksu dtugosci & dowolnego
multizbioru A (Twierdzenia 6.3.2 1 6.4.2). Otrzymane oszacowania wymagaly wielu pomocni-
czych rezultatow, ktére sy ciekawe same w sobie. Wyniki te zostaly opublikowane w Discrete
Mathematics.

Rozprawa jest zredagowana bardzo dobrze, zawiera sporo przykladéw, komentarzy, wykre-
sow, znakomicie ilustrujacych przedstawiany material. Czyta sie ja z prawdziwa przyjemno-
§cig.

Podsumowujac stwierdzam, ze praca Krystiana Gajdzicy to bardzo dobry doktorat zawiera-
jacy szereg nowych i wartoSciowych rezultatéw dotyczacych arcyciekawej tematyki A-partycji.
Ich uzyskanie $wiadczy o $wietnym opanowaniu warsztatu badawczego oraz znakomitej eru-
dycji autora. Uwazam zatem, ze przedlozona rozprawa doktorska spelnia wymogi ustawowe
i wnosz¢ o dopuszezenie Krystiana Gajdzicy do dalszych etapéw przewodu doktorskiego.
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