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Recenzja rozprawy w przewodzie doktorskim mgr. Dimitriosa Vavitsasa
pt. ,,Cyclic vectors in Dirichlet-type spaces in the unit ball of C*”

Wektorem cyklicznym ograniczonego operatora liniowego 7' na przestrzeni Hil-
berta H jest wektor z, dla ktérego przestrzen liniowa rozpigta na iteracjach tego
operatora 7"z (n = 0,1,2,...) jest gesta w przestrzeni H. Jednym z powod6w tego,
ze wektory cykliczne staly sie obiektem badan matematykéw zajmujacych sie teorig
operatoréw jest to, ze sa one zwigzane ze stawnym i ciagle nierozwiazanym proble-
mem Johna von Neumanna o istnieniu nietrywialnych podprzestrzeni niezmienmni-
czych dla operatoréw na przestrzeni Hilberta. Problem ten mozna sformulowaé za
pomoca wektorow cyklicznych w nastepujacy sposéb: Czy istnieje operator ograni-
czony na nieskoriczenie wymiarowej przestrzeni Hilberta, dla ktérego kazdy niezerowy
wektor w tej przestrzeni jest jego wektorem cyklicznym?

Jednym z najlepiej zbadanych operator6w na przestrzeni Hilberta jest operator
jednostronnego przesuniecia, czyli w przestrzeniach funkcyjnych operator mnozenia
przez zmienng niezalezna. V.I. Smirnov* i niezaleznie A. Beurling** scharaktery-
zowali wektory cykliczne dla operatora mnozenia przez z na klasycznej przestrzeni
Hardy’ego w kole jednostkowym H?(D). Wykazali oni, ze funkcja jest wektorem
cyklicznym dla operatora przesuniecia na tej przestrzeni wtedy i tylko wtedy, gdy
jest ona funkcja zewnetrzng.

Oprocz przestrzeni Hardy’ego klasycznymi przestrzeniami funkcji holomorficz-
nych w kole jednostkowym D C C sg przestrzenie Bergmana i Dirichleta. Wszyst-
kie z wymienionych przestrzeni sa szczegélnymi przypadkami przestrzeni zwanych
przestrzeniami typu Dirichleta. Przestrzen typu Dirichleta D,(D) (o € R) sklada
sig z funkcji f(2) = > po, arz® holomorficznych w kole jednostkowym, dla ktérych
Yook 4+ 1)*ax| < oo.

Problem charakteryzacji wektoréw cyklicznych w przestrzeniach D, (D) byl bada-
ny przez L. Browna i A. L. Shieldsa w pracy ([11]; numeracja z bibliografii rozprawy

Cx Sur les formules de Cauchy et de Green et quelques problemes qui s’y rattachent (in French),
Izv. Akad. Nauk SSSR, Ser. Mat. 3 (1932), 338-372.

** On two problems concerning linear transformations in Hilbert space, Acta Math. 81 (1948),
17.



doktorskiej), ktora ukazala sie w roku 1984. Wykazali oni m.in., ze wielomiany, kto-
re sie nie zeruja w kole jednostkowym sa cykliczne (tzn. sa wektorami cyklicznymi
dla operatora mnozenia przez z) w przestrzeni D, (D) dla kazdego o < 1. Okazato
sie, ze nawet w przypadku, gdy a = 1, nie udalo sie uzyska¢ pelnej chakteryzacji
funkcji, ktore sa wektorami cyklicznym w przestrzeni Dirichleta D(D) = D{(D).
Brown i Shields uzyskali jedynie warunek konieczny na cykliczno§¢ wykorzystujac
pojemnos¢ logarytmiczng zbioru zer granic radialnych. Do dzi§ nie wiadomo, czy
ten warunek jest rowniez warunkiem dostatecznym.

W przypadku funkcji holomorficznych wielu zmiennych naturalnymi dziedzinami,
na ktore zostaly uogoélnione przestrzenie typu Dirichleta sg polidysk i kula jednostko-
wa w przestrzeni C". Cyklicznoé¢ w przypadku funkcji wielu zmiennych oznacza, ze
iteracje operator6w mnozenia przez zmienne niezalezne (na danym wektorze) tworza
zbior liniowo gesty. W latach 2015-2019 dzieki badaniom takich matematykow jak C.
Bénéteau, G. Knese, L. Kosiriski, C. Liaw, D. Seco i A. Sola uzyskana zostala peina
charakteryzacja wielomianéw cyklicznych na bidysku D,(ID?) w zaleznosci od para-
metru a. Niedlugo potem G. Knese, L. Kosiniski, T.J. Ransford i A. Sola uog6lnili
ten wynik na przypadek przestrzeni anizotropowej D,, ,(ID?). Ciagle jest otwarty
problem charakteryzacji cyklicznosci dla przestrzeni typu Dirichleta na polidysku
D,(D™), gdy n > 3.

Doktorant wraz ze swoim promotorem L. Kosiriskim zajeli sie problemem opisu
wektordow cyklicznych w przestrzeniach typu Dirichleta na kuli jednostkowej w prze-
strzeni C2. W pracy [23] uzyskali kompletny wynik, podobny do rezultatéw na bi-
dysku. Aby go sformulowaé oznaczmy przez Z(p) zbioér zer wielomianu p, a przez
S = OB, brzeg kuli jednostkowej. Glowne twierdzenie z pracy [23] i zarazem naj-
wazniejszy wynik z rozprawy doktorskiej brzmi nastepujaco:

Theorem A. Niech p € C|z, w] bedzie wielomianem nieprzywiedlnym nieznikajgcym
w kuli jednostkowej. Wowcezas:
(1) Jezeli @ < 3/2, to wielomian p jest cyklicany w przestrzeni Do (Bs).
(2) Jezeli 3/2 < a < 2, to wielomian p jest cykliczny w Do (B,) wtedy i tylko
wtedy, gdy Z(p) NSy jest zbiorem pustym lub skorczonym.
(3) Jezeli a > 2, to wielomian p jest cyklicany w Do (B.) wtedy i tylko wtedy, gdy
Z (p) n 82 = (Z)

Z kolei w pracy [37] doktorant badal problem cyklicznosci tzw. wielomianéw
modelowych w przestrzeni C". Sa to wielomiany postaci:

Tm(z) =1— m™%z .. zm, gdzie 1< m <n.

Wykorzystujac metody uzywane przez A. Sole w pracy [35] uogélnil Jego wynik
dotyczacy cyklicznoéci wielomianéw modelowych w przestrzeni C?. Uzyskany wynik
ma postaé:

Theorem B. Wielomian 7,,(2) = 1 — m™2 .z, (1 < m < n) jest cykliczany
w preestrzeni Do (B,) wtedy i tylko wtedy, gdy o < 2=,
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W pracy [35] D. Vavitsas badal rowniez problem niecyklicznoéci funkeji w prze-
strzeniach typu Dirichleta na kuli jednostkowej w przestrzeni C". Podobnie jak po-
przednio, otrzymane twierdzenie jest uogélnieniem wyniku A. Soli z pracy [35] dla
kuli w przestrzeni C?. Jest to nastepujace twierdzenie:

Theorem C. Niech « € (0,n] bedzie ustalone i niech f € Do(B,). Jezeli dla
a-pojemnosci Riesza zbioru zer wartosci brzegowych Z(f*) funkcji f zachodzi nie-
réwnosé cap (Z(f*)) > 0, to funkcja f nie jest cykliczna w Dy (B,,).

Rozprawa doktorska D. Vavitsasa dotyczy charakteryzacji wielomianéw cyklicz-
nych w przestrzeniach typu Dirichleta na kuli jednostkowej w przestrzeni C". Gléwne
wyniki w niej zawarte zostaly uprzednio wymienione. Sa one opublikowane w pracach
[23] i [37], ktore ukazaly si¢ w biezacym roku w dobrych czasopismach.

Teraz bardzo krotko przedstawie jej tresé. Recenzowana rozprawa doktorska skla-
da si¢ ze wstepu, w ktorym przedstawiony jest problem cyklicznosci w przestrzeniach
typu Dirichleta, a nastepnie streszczenia zawierajacego opis wynikéw uzyskanych
przez doktoranta. Potem nastepuje kolejno jedenascie rozdzialéw, z ktérych pierwszy
ma chakter wprowadzenia. Jest on do$¢ obszerny, bo zawiera wszystkie niezbedne
w dalszym ciggu definicje i1 twierdzenia. Rozdzial drugi dotyczy zer wielomianéw,
ktére znajduja sie na sferze jednostkowej. Ciekawe w nim sa fakty odwolujace sig¢ do
twierdzen z teorii zbioréw semi-analitycznych. Rozdzial trzeci dotyczy konstrukeji
podprzestrzeni diagonalnych, ktore pozwalaja wykorzystywaé metody teorii funkcji
jednej zmiennej w dysku do badania problemu cyklicznosci wielomianéw. W rozdzia-
le czwartym podane sg warunki dostateczne na niecyklicznos$é funkcji z przestrzeni
D, (B,) za pomocy transformacji Cauchy’ego i a-pojemnodci Riesza. Rozdzial piaty
zawiera twierdzenie podajace warunki konieczne i dostateczne na cykliczno$é wie-
lomianu, ktéry nie zeruje sie w kuli jednostkowej w przestrzeni D, (B,,), jezeli zbiér
jego zer na brzegu kuli jest skoniczony. Rozdzial szésty poswiecony jest badaniu cy-
klicznosci wielomianéw za pomoca dylatacji radialnej w przestrzeni D, (B,). Niezwy-
kle krotki rozdzial si6dmy zawiera twierdzenie podajace warunki na niecyklicznosc¢
w przestrzeni D, (Bs) w przypadku wielomianu, ktéry nie zeruje sie w kuli jednost-
kowej i ma nieskoriczenie wiele zer na jej brzegu. Rozdzial 6smy dotyczy zastosowa-
nia dylatacji radialnej do badania problemu cykliczno$ci wielomianéw modelowych
w przestrzeni D,(B,,). Rozdzial dziewiaty poswiecony jest zastosowaniu dylatacji
radialnej do badania cyklicznoéci funkcji zewngtrznych w przestrzeni D, (D). W roz-
dziale dziesigtym zastosowana jest metoda dylatacji radialnej do badania dowolnego
wielomianu w przestrzeni D, (B, ), ktory nie zeruje sie w kuli jednostkowej. Wreszcie
rozdzial ostatni, jedenasty, przeznaczony jest na przedstawienie uwag i problemoéw
otwartych.

Przejde teraz do oceny rozprawy doktorskiej. Praca napisana jest zwiezle i po-
prawnie. Obszerna czesé wstepna ulatwia jej czytanie. Praca jest bardzo ,technicz-
na”, zawiera mnostwo do$é skomplikowanych wzoréw. Pomimo to udalo mi si¢ zna-
lez¢ zaledwie kilka ,liter6wek”. Nie zauwazylem réwniez zadnych bledéw meryto-
rycznych. Natomiast mam zastrzezenia do strony redakcyjnej rozprawy. Jak widaé
z przytoczonego powyzej spisu rozdzialow jest ona podzielona na duzo bardzo drob-
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nych, czasami liczacych jedna lub dwie strony, czesci. To bardzo utrudnia czytanie
tej rozprawy. Moim zdaniem ten podzial na rozdzialy jest zdecydowanie ,za drobny”.
Bytoby lepiej dla Czytelnika, gdyby doktorant inaczej podzielit te swoja prace.

Niemniej jednak o stronie merytorycznej mam dobre zdanie. Tematyka pracy jest
bardzo aktualna. Ostatnio zajmujg sie nig znani matematycy, specjalisci od analizy
zespolonej. Praca doktorska Pana Vavitsasa doskonale wpisuje sie w te tematyke.
Zawiera oryginalne rezultaty opublikowane w dobrych czasopismach. Uwazam, ze
wyniki przedstawione w recenzowanej pracy sa bardzo ciekawe i Swiadcza nie tylko
o doskonalym opanowaniu ,rzemiosta” przez ich Autora, ale roéwniez o Jego niewat-
pliwym talencie.

Biorgc powyzsze pod uwage, stwierdzam, ze zgodnie z Art. 187 pkt 2 Usta-
wy z dnia 20 lipca 2018 Prawo o szkolnictwie wyzszym i nauce rozprawa
doktorska Pana mgr. Dimitriosa Vavitsasa stanowi ,,oryginalne rozwigza-
nie problemu naukowego, oryginalne rozwigzanie w zakresie zastosowania
wynikéw wlasnych badan naukowych w sferze gospodarczej lub spolecz-
nej albo oryginalne dokonanie artystyczne” i wnosze o dopuszczenie jej do
publicznej obrony.
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