Recenzja pracy doktorskiej
mgr. Bartlomieja Kielaka
pt. ,Generlizations of Turan-type problems”

W swojej rozprawie doktorskiej mgr Barttomiej Kielak rozwiazat kilka
problem6w ekstremalnej teorii graféw dajacych sie zakwalifikowaé jako uogdl-
nienia probleméw typu Turdna. Wyniki zostaly uzyskane w wiekszosci wspdl-
nie z innymi osobami. Autor na poczatku kazdego rozdziatu doktadnie opi-
suje swoj wkiad w udowodnienie poszczegblnych rezultatow.

Praca sklada sie z siedmiu rozdziatow. W krotkim rozdziale 1 Autor
zaznajamia czytelnika z tematyks rozprawy doktorskiej, a takze w bardzo
zgrabny, zwiezly sposéb przedstawia gléwne jej wyniki.

W rozdziale 2 Autor wprowadza notacje oraz definiuje pojecia uzywane
w rozprawie doktorskiej. Sporo miejsca po$wieca tez opisowi narzedzi dowo-
dowych, ktére sa w niej uzyte. Rozdzial ten napisany jest starannie i bardzo
ulatwia czytanie dalszej czesci pracy, cho¢ udalo mi sie znalezé kilka mnie]j
istotnych niedoktadnosci.

Glownym wynikiem w rozdziale 3 jest rezultat odpowiadajacy na pytanie
jaka jest najwieksza liczba cykli dtugosci k w grafach bez cykli dlugoscei £ —2,
dla nieparzystych & > 7. Wynik ten zostal udowodniony pewna metoda
probabilistyczng uzyta wczesniej przez Krala, Norina i Volca do rozwigzania
innego problemu. Wykorzystany jest tu takze fakt wynikajacy z Lematu
Szemerédiego o regularnosci. Warto doda¢, ze ten sam problem dla &k = 5
jest treécig znanego problemu postawionego przez Erddsa a rozwigzanego
miedzy innymi przez promotora pomocniczego Doktoranta.

W rozdziale 4 znajdujemy szereg rezultatow dotyczacych probleméw typu
Turana dla graféw zorientowanych. W takich grafach analogiczna role do
liczby chromatycznej w grafach nieskierowanych gra parametr, ktéry na po-
trzeby tej recenzji nazwe scisliwoscig (ang. compressibility). Znajomosé war-
tosci tego parametru pozwala dla duzej klasy graféw zorientowanych znalezé
asymptotyki na odpowiednie liczby typu Turéna. Oczywistym ograniczeniem
dolnym na scigliwo$é jest rzad najdiuzszej §ciezki skierowanej. Naturalnym
i ciekawym pytaniem jest dla jakich rodzin graféw zorientowanych Scisli-
wos¢ jest ograniczona z gory przez wielomian wzgledem rzedu najdiuzszej
skierowanej éciezki. W rozdziale 4 podana jest cze§ciowa odpowiedz na to
pytanie. Twierdzenie 4.12 pokazuje interesujacy zwiazek tego problemu ze
znang hipoteza Erdgsa-Hajnala i moéwi, ze jesli ta hipoteza jest prawdziwa, to
odpowiedz na powyzsze pytanie jest pozytywna dla graféw zorientowanych o
ograniczonych stopniach wyjsciowych. Dowoéd tego twierdzenia to zgrabny,
cho¢ dosé prosty, argument probabilistyczny. Dla graféw zorientowanych o



stopniu wyjsciowym ograniczonym przez 2 Autor znajduje ograniczenie gorne
na {cisliwosé przez wielomian stopnia 4 wzgledem rzedu najdtuzszej §ciezki
(Twierdzenie 4.14). Pomystowy dowoéd tego twierdzenia bazuje gtéwnie na
argumentach zliczeniowych. W dalszej czesci rozdziatu 4 znajduja si¢ wyniki
dotyczace scisliwosci pewnych szczegblnych graféw bedacych uogélnieniami
kwadratu §ciezki (Twierdzenie 4.19). W tym przypadku udalo sie ustali¢
doktadne wartosci tego parametru lub dosé sciste oszacowania. Dalej, Au-
tor znajduje pewng szerokg klase acyklicznych grafow zorientowanych, dla
ktorych §cisliwosé jest réwna swojemu dolnemu ograniczeniu, tj. rzedowi naj-
dtuzszej sciezki (Twierdzenie 4.27). Dos¢ ztozone kombinatoryczne dowody
tych rezultatéw bazuja na szczegélowe] analizie wlasnoéci odpowiednich gra-
fow turniejowych. W dowodach w tym rozdziale korzysta si¢ z wczesniejszych
wynikéw wielu autoréw.

Rozdzial 5 poswiecony jest zorientowanej wersji probleméw rozwazanych
w rozdziale 3 dla graféw nieskierowanych. Chodzi o to, aby odpowiedzie¢
na pytanie jaka moze by¢ najwieksza liczba zorientowanych cykli Cy w zo-
rientowanym grafie o n wierzchotkach bez cykli Cy, gdzie £ > k. Tego typu
problemy nie byty wczesniej rozwazane w kontekscie graféw zorientowanych.
Okazuje sie, ze odpowiedZ na to pytanie silnie zalezy od tego czy k dzieli £
czy nie. Pierwszy przypadek, gdy k dzieli £, jest tatwiejszy. Do$¢ prostymi
metodami znajduje si¢ ,zgrubng” asymptotyke dla tej liczby dla dowolnego
k > 6 i ¢ (Twierdzenie 5.2) i dokladniejszg dla k = 3 i £ = 6 (Twierdzenie
5.3). Drugi przypadek jest znacznie trudniejszy. Dla dostatecznie duzego ¢
w stosunku do k Autor dowodzi asymptotyke na interesujaca go liczbe gdy
k jest nieparzyste, a £ parzyste (Twierdzenie 5.4). Dla wszystkich k < 6
i dowolnych ¢ > k takze znalezione sy asymptotyki na rozwazang liczbe
cykli (Twierdzenia 5.5 -5.7). Dowody tych twierdzen sg skomplikowane i
wymagaja zastosowania réznorodnych metod. Zasadnicze znaczenie ma tu
wspomniana juz wezesniej metoda Krala, Norina i Volca, ale uzywa si¢ tez
metody algebr flagowych, faktu wynikajacego z Lematu Szemerédiego o re-
gularnosci, faktu z teorii liczb (problem Frobeniusa), a takie wykorzystuje
si¢ wezesniejsze wyniki innych autoréw.

Rozdzial 6 dotyczy parametru, ktory na potrzeby tej recenzji nazwe in-
dukeyjnoscia (ang. inducibility). Méwiac w pewnym uproszczeniu, parametr
ten mierzy ile najwiecej indukowanych podgraféw ustalonego grafu H moze
zawieraé graf o n wierzcholtkach. Z parametrem tym wiaze si¢ intrygujaca hi-
poteza Pippengera i Golumbica z 1975 przewidujaca wartosc tego parametru
dla cykli. W ostatnich latach ukazalto si¢ sporo wynikéw réznych autorow
zwigzanych z ta hipoteza oraz rezultatéow dotyczacych indukcyjnosci innych
niz cykle grafow H. Najmniejszy graf, dla ktérego warto$¢ tego parametru



nie jest znana to 4-wierzchotkowa éciezka. W tym przypadku znane s jedy-
nie gorne i dolne ograniczenia na indukcyjnosé. Wynik zawarty w rozdziale 6
to konstrukcja ciaggu graféw zawierajacych duzo indukowanych kopii §ciezki
o czterech wierzchotkach, ktéra poprawia, cho¢ do§é nieznacznie, ogranicze-
nie dolne na indukcyjno$é w tym przypadku. Graf, na ktérym bazuje ta
konstrukcja, zostal znaleziony z uzyciem komputera za pomoca pewnego,
odpowiednio zaprojektowanego, algorytmu przeszukiwania.

Ostatni rozdzial rozprawy doktorskiej mgr. Kielaka zawiera wyniki doty-
czace analogicznego problemu jak ten rozwazany w rozdziale 6, ale dla grafow
zorientowanych. Zorientowana wersja indukcyjnodci jest mniej zbadana niz
jej wersja nieskierowana, ale w ostatnich latach ukazalo sie kilka prac poswie-
conych tego typu problemom. W rozdziale 7 znaleziono dokladne wartosci
indukcyjnosci lub bardzo bliskie sobie ograniczenia goérne i dolne dla wszyst-
kich grafow zorientowanych o czterech wierzchotkach. (Dla graféw zorien-
towanych o trzech i mniej wierzchotkach wartosci te byly wczeéniej znane.)
Udowodnienie ograniczen dolnych wymagalto podania 30 réznych konstruk-
cji ciggéw grafow zorientowanych, niektérych catkiem nieoczywistych. Do
pokazania ograniczeri dolnych uzyto natomiast w wigkszosci przypadkéw al-
gebr flagowych oraz programu Flagmatic, ktory sprowadza problem algebr
flagowych do problemu programowania pétokreslonego. Warto dodaé, ze dr
Kielak jest autorem nietrywialnego dowodu ograniczenia goérnego bez uzycia
algebr flagowych w jednym z przypadkéw, gdzie udato znaleZé doktadna war-
tos¢ indukcyjnosci. W pozostatych przypadkach mial swoj udzial w znajdo-
waniu konstrukcji dowodzgcych dolnych ograniczeni. Co ciekawe, konstrukcje
te sa istotnie rézne od optymalnych konstrukcji dla duzych graféw, dla kto-
rych ten problem zostal rozwigzany.

Podsumowujgc, w moim przekonaniu, jest to bardzo solidna praca dok-
torska. Tematyka doktoratu mieéci sie w gléwnym nurcie wspolczesnej eks-
tremalnej kombinatoryki. Uzyskane przez Doktoranta wyniki sa odpowie-
dziami lub czesciowymi odpowiedziami na naturalne, nietatwe pytania roz-
wazane w tym nurcie i powigzane z wieloma innymi znanymi problemami.
Wiekszos¢ rozwazanych w rozprawie probleméw to zagadnienia cieszace sie w
ostatnich latach duzym zainteresowaniem w miedzynarodowym srodowisku
badaczy pracujacych w tej dziedzinie. Czesé rezultatéw zawartych w pracy
doktorskiej mgr. Kielaka zostalo juz opublikowanych we wspolautorskich
artykutach, ktore ukazaly sie w czasopismach Journal of Graph Theory oraz
Discrete Mathematics. Pozostate wyniki sg przygotowywane do publikacji.

Oprocz samych wynikéw, warto zwrocié uwage na metody stosowane w
dowodach. Doktorant pokazal, ze dobrze zna i umie stosowaé wspoélczesne
metody stosowane w ekstremalnej kombinatoryce. Oprécz typowo kombi-



natorycznych rozumowan uzywa takich narzedzi jak Lemat o regularnosci,
metoda algebr flagowych czy metody probabilistyczne. Swietnie tez orientuje
sie w aktualnej i rowniez starszej literaturze z zakresu ckstremalnej kombi-
natoryki. W wielu miejscach bowiem korzysta zaréwno ze starszych jak i
nowych wynikéw i metod.

Doktorat napisany jest dojrzale i starannie, z duza kulturg matema-
tyczng, choé¢ w niektorych dowodach brakowato mi nieco dokladniejszego
wyjaénienia pewnych krokow. Autor pokazal, ze potrafi nie tylko precy-
zyjnie formulowaé rozumowania, dowodzone twierdzenia, czy definicje, ale
roéwniez zgrabnie, nieformalnie streszcza¢ uzyskane wyniki. Podobajg mi sig
zakonczenia rozdzialow, gdzie Autor pokazuje potencjalne dalsze kierunki
badan i formuluje ciekawe hipotezy.

Tak jak napisalem na wstepie niniejszej recenzji, mgr Kielak uzyskal wy-
niki zawarte w swojej rozprawie doktorskiej we wspolpracy z kilkoma innymi
osobami. 7 informacji zawartych w pracy wynika, ze mial on swéj udzial w
udowodnieniu niemal wszystkich rezultatéw, ktére przedstawil w rozprawie,
a kilka z nich pokazal samodzielnie. Moim zdaniem jego wktad byl wystar-
czajacy z punktu widzenia wymagan stawianych w pracach doktorskich.

Konkludujac uwazam, ze rozprawa doktorska mgr. Bartlomieja Kielaka
spelnia ustawowe i zwyczajowe wymagania stawiane pracom doktorskim. W
szczegolnosci zawiera oryginalne rozwiazania istotnych probleméw nauko-
wych z zakresu kombinatoryki. W pelni uzasadnia to nadanie mu stopnia
naukowego doktora nauk matematycznych.
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