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Recenzja rozprawy doktorskiej mgra Bartlomieja Kielaka
Generalizations of Turdn-type problems

Tematyka rozprawy mgra Kielaka dotyczy teorii graféw ekstremalnych, ktéra jest jedng z
podstawowych i szeroko badanych galezi kombinatoryki. Zagadnienia mieszczace sig¢ w tym
nurcie maja czgsto charakter optymalizacyjny, a typowe problemy dotyczg maksymalizacji
lub minimalizacji jakiego§ parametru grafu, jak np. jego rozmiar, przy zadanych ogranicze-
niach, np. na jego rzad oraz strukture. Grafy, dla ktérych osiaggane sg wspomniane skrajne
wartosci badanego parametru okre§lane sg jako ekstremalne. Mimo ze jej zrédel mozna
doszukiwaé si¢ znacznie wczeéniej, za bazowy wynik w tej tematyce mozna uznaé rezul-
tat Turdna, ktéry w 1941 roku wyznaczyt maksymalng liczbe krawedzi grafu, ktéry ma n
wierzcholkéw, gdzie n € N, lecz nie zawiera podgrafu pelnego o dowolnie zadanym rzedzie.
W nieco ogélniejszym ujeciu, zamiast podgrafu pelnego mozemy zakazaé dowolnego innego
podgrafu H i badaé maksymalng liczbg krawedzi (tj. rozmiar) grafu o zadanym rzedzie n
przy zalozeniu, ze nie zawiera on podgrafu izomorficznego z H. Wartoéci te nazywane sg
liczbami Turdna grafu H i oznaczane ex(n, H). W analizowanej rozprawie rozwazane sg
rézne modyfikacje i warianty takich liczb.

Rozdzial 1 pokrétce zarysowuje zawarto§¢ rozprawy. Rozdzial 2 zawiera z kolei pod-
stawowe oznaczenia i definicje oraz szereg twierdzeri i narzedzi wykorzystywanych w ba-
daniach dotyczacych teorii graféw ekstremalnych. W szczegélnosci przytoczony jest lemat
Szemerédiego o regularnoéci oraz jego zastosowanie w dowodzie lematu 2.3, ktore zawiera
drobne niescistoéci. Moje watpliwo$ci budzi tez sformutowanie twierdzenia 2.5 — nie wydaje
mi si¢ ono poprawne, nie ma tez podanego jego zrodla. Szczegblowe uwagi formutuje na
koficu recenzji. Doprecyzowanie i poprawa tych i jeszcze kilku drobnych niedociagnieé nie
przedstawia jednak wyzwania i ogélnie rzecz biorgc caly ten wstepny rozdzial jest dobrze
przemy$lany oraz stanowi zwigzle, uporzagdkowane i niezbedne wprowadzenie do podjetej
tematyki. Pewien niedosyt pozostawia zdawkowe przedstawienie pewnych aspektéw doty-
czacych zastosowania algebr flagowych, w szczegélnoci programowania pélokreslonego i
wykorzystywanych przy jego stosowaniu metod optymalizacyjnych. W gruncie rzeczy wy-
czerpujgce opisanie tej obszernej tematyki w ramach rozdzialu wstepnego rozprawy dok-
torskiej wydaje si¢ jednak zadaniem karkolomnym. W polgczeniu z faktem, iz nie jestem z
wyksztalcenia informatykiem, nieco powierzchowne i fragmentaryczne potraktowanie tego
tematu uniemozliwilo mi jednak doglebne zapoznanie si¢ z niektérymi aspektami oma-
wianych wynikéw, bazujacych na opracowaniu odpowiednich programéw i szeregu kodéw,
wykorzystujacych w szczegblnoécei oprogramowanie Flagmatic. Nalezy przy tym podkreslié
powszechnie wiadomy fakt, iz jest to nierzadko podejécie najefektywniejsze i implikujgce
najlepsze znane wyniki. Jego wykorzystanie w tej tematyce jest zatem naturalne, a wrecz
wydaje si¢ na chwile obecng nieodzowne. W swojej dalszej analizie skupiam si¢ jednak
przede wszystkim na matematycznym aspekcie rozumowani i tresci zaprezentowanych w
rozprawie.



Rozdzial 3 zawiera wyniki z artykulu mgra Kielaka opublikowanego wraz z Grzesikiem
w Journal of Graph Theory. Gléwnym rezultatem ich rozwazan jest twierdzenie 3.1, impli-
kujace w szczegdlnosei asymptotyczng wartoéé (z dokladnodcig do wyrazéw nizszego rzedu)
tzw. uogdlnionych liczb Turdna ex(n, Cy,Ck-2) dla nieparzystych wartosci k > 7, gdzie
ex(n, C, Cr-2) oznacza maksymalng liczbe cykli Cy w grafie rzedu n niezawierajacym cy-
kli Cy_s. Uwazam, iz jest to ciekawy wynik, istotnie powigkszajacy katalog par graféw,
dla ktérych okreslona zostala asymptotyka uogdélnionych liczb Turdna. Autorzy niezaleznie
wymy#lili kluczowe elementy dowodu wspomnianego rezultatu, ktéry wykorzystywat meto-
dologie zastosowang uprzednio przez Kral’a Norina i Volca oraz pewne konsekwencje lematu
Szemerédiego o regularnoéci. Poza kilkoma bardzo drobnymi uwagami, nie mam watpliwosci
co do poprawnosci przedstawionego rozumowania. Mam natomiast zastrzezenia do precyzji
opisu procesu losowego, na ktérym opieral sie caly argument. Utrudnialo to poczatkowo
zrozumienie jego idei. Uwagi precyzujg na koncu recenzji.

W rozdziale 4 zaprezentowane zostaly wyniki z nieopublikowanego artykuhu, uzyskane
wspélne z czterema innymi wspdlautorami. Dotycza one liczb Turdna w érodowisku graféw
zorientowanych. W badaniach nad asymptotyka tychze kluczowa rol¢ odgrywa parametr
scompressibility” , oznaczany przez 7(H) dla danego (zabronionego) grafu zorientowanego
H. W istocie determinuje on zazwyczaj asymptotyke wartosci liczb Turdna ex,(n, H), ktéra
jest interesujgca jedynie dla acyklicznych graféw zorientowanych H. Jednym z istotniejszych
wynikéw rozdziatu jest twierdzenie 4.14, implikujace ograniczenie gorne na 7(H ), wyrazone
jako niskiego stopnia wielomian niezmiennika p(H), bedgcego naturalnym ograniczeniem
dolnym na 7(H), dla zorientowanych graféw H o maksymalnym stopniu wyjscia nie wiek-
szym niz 2. Dowdd tego faktu opiera sig na ciekawym i nietrywialnym zastosowaniu indukcji.
Autor rozprawy mial takze udzial w uzyskaniu twierdzenia 4.19, ktére m.in. charakteryzuje
pewne rodziny graféw zorientowanych, dla ktérych 7(H) jest réwne swemu ograniczeniu
dolnemu — p(H). Istnienie szerokiej gamy tego typu rodzin wynika takze z twierdzenia 4.27,
ktérego wspodtautorem jest mgr Kielak. W dowodzie zrecznie upraszczana jest stopniowo
struktura badanych digraféw w celu wykazania istnienia odpowiedniego homomorficznego
zanurzenia. Wynik jest poprawny, mimo iz dowdd jednej z kluczowych obserwacji, stwier-
dzenia 4.31, zawiera drobng usterke. Konkretyzuje ja na koncu recenzji, wraz z innymi
drobnymi uwagami, pomijajac te mniej istotne.

Rozdzial 5 poéwigcony jest uogdlnionym liczbom Turdna w Srodowisku graféw zorien-
towanych i zawiera nieopublikowane wyniki mgra Kielaka, uzyskane Wraz z czworks wspol-
autoréw. Zasadniczo caly rozdz1al skupiony jest wokét liczb ex,(n, Cy, C), tj. na.]ng)kSZGJ

liczby cykli skierowanych C’k w n-wierzchotkowym grafie zorientowanym bez cykli C;. W
przypadku gdy liczba k dzieli [, wyznaczony zostal rzad wielkoéci tej funkcji zmiennej n oraz
dokladna asymptotyka dla (k,1) = (3,6). W prze(:lwnym wypadku, tj. gdy & { [, okreSlona

zostala z kolei dokladna asymptotyka liczb ex,(n, Ck, C’;) dla k > 6 i dostatecznie duzych
wartoéci I, przy zalozeniu, ze 21 k lub 2 | [, jak i dokladna wartoéé lub asymptotyka dla
ke {3, 4,5} il > k. Wyniki te sg oryginalne i cickawe. Bazujg m.in. na ponownej adap-
tacji metodologii zastosowanej uprzednio przez Krél’a Norina i Volca oraz konsekwencjach
lematu Szemerédiego o regularnoéci, a w uzyskaniu wszystkich gtéwnych tez zaprezentowa-
nych w tym rozdziale mial udziat autor rozprawy. Takze w tym rozdziale mozna odnalezé
kilka usterek. Niekt6re z nich precyzuj¢ na koficu recenzji (pomijajac kilka drobiazgéw w
stylu pomylki w indeksach dolnych itp.).

Rozdzial 6 zawiera wspomagana komputerowo konstrukcje ciggu graféw, poprawiajacs



najlepsze znane ograniczenie na indukowalnoéé ciezki Py, i(P,), parametru zwiazanego z
asymptotyka maksymalnej liczby indukowanych éciezek P, w grafie. Gléwnym wkladem
mgra Kielaka bylo zaprojektowanie i zaimplementowanie algorytmu optymalizacyjnego, re-
zultaty dzialania ktorego zostaly wykorzystane we wspomnianej konstrukeji. Szkoda, ze nie
zostaly przedstawione wyliczenia odnoénie otrzymanego ograniczenia, zwlaszcza Ze moje
pobiezne rachunki wskazywaly na nieco inng stalg niz ta podana w rozprawie, choé w
istocie wcigz lepszg od uprzednio znanego najlepszego ograniczenia dolnego na i(Py).

Ostatni rozdzial rozprawy zawiera treéé artykutu opublikowanego wraz z Bozykiem i
Grzesikiem w Discrete Mathematics, w ktérym autorzy wyznaczaja wartodci lub dosyé
zblizone do siebie ograniczenia dolne i gérne na wspomniany parametr dla wszystkich graféw
zorientowanych rzedu 4. Rozdzial zawiera ciekawe zestawienie zr6znicowanych konstrukeji,
deterministycznych jak i losowych, implikujgcych dobre ograniczenia dolne we wszystkich
rozwazanych przypadkach, w ktérych uzyskaniu bral udzial mgr Kielak. Ograniczenia gérne
otrzymywane bytly z kolei przede wszystkim przy uzyciu wspomaganej komputerowo metody
algebr flagowych, z pomocg pakietu Flagmatic. Jeden z nielicznych wyjatkéw dotyczy tu
analizowanego grafu 24, dla ktérego autor rozprawy stworzy! i zaprezentowal klasyczny
dowdd ograniczenia gérnego na indukowalnoé¢, bez uzycia komputera.

Podsumowujac, zgodnie z moja wiedzg, wyniki zaprezentowane w rozprawie mgra Kie-
laka stanowig rozwigzanie szeregu otwartych probleméw naukowych i stanowia oryginalny
i zauwazony w érodowisku naukowym wklad w rozwdj teorii graféw ekstremalnych. Nalezy
przy tym zaznaczy¢, iz przedstawione rezultaty badan sg dobrze osadzone w kontekscie i
historii prac naukowych prowadzonych w tej tematyce przez czolowych badaczy zajmujg-
cych si¢ kombinatoryka. Szczegélnie cieckawe wydaja mi si¢ twierdzenie 3.1, jak i np. szereg
wynikéw tworzgcych rozdziaty 5 i 7. Badania mgra Kielaka by¢ moze nie dostarczajg jakichs
nowych przelomowych narzedzi, czy metod dowodowych, co nie oznacza, iz brak w zapre-
zentowanych argumentach kreatywnoéci i ciekawych nowych pomystéw. Wrecz przeciwnie,
wspomniane wyniki sa niebanalne, a do ich uzyskania wykorzystanych zostalo szereg cie-
kawych i zaawansowanych narzedzi i metod. Nie mam tez wiele uwag technicznych co do
samej rozprawy, ktéra jest napisana poprawnie. Pewne moje zastrzezenia budzi jedynie jej
lakoniczny styl i, oglednie rzecz ujmujac, daleko idaca oszczednosé w kwestii pomocnych
komentarzy, objasniajacych niektére przejécia, co moze byé interpretowane zaréwno jako
wada, jak i zaleta. Biorgc jednak pod uwage, iz spora czgé¢ wynikéw mgra Kielaka nie
zostala jeszcze opublikowana, uwazna ich weryfikacja pozostaje po stronie recenzenta. Pare
dodatkowych komentarzy mogloby taks prace znacznie ulatwié i przyspieszy¢, nie wspo-
minajac juz o tym, iz niektére ,skréty mysSlowe” pojawiajace si¢ w rozprawie prowadzily
do utraty precyzji, czy nawet poprawnosci, co znajduje odzwierciedlenie m.in. w zamiesz-
czonych ponizej uwagach szczegbtowych. Mimo zauwazalnej liczby drobnych usterek, nie
zmniejszajg one w istotny sposéb mojej pozytywnej a nawet wysokiej oceny tematyki i
zawartosci recenzowanej rozprawy.

W moim przekonaniu przedstawiona rozprawa spelia ustawowe i zwyczajowe wyma-
gania stawiane rozprawom doktorskim, a magistra Kielaka nalezy dopusci¢ do dalszych
etapéw postepowania w sprawie nadania stopnia doktora.



Uwagi szczegdlowe :

1)

2)

3)

4)

5)

W dowodzie lematu 2.3: w przedostatniej linijce zamiast ,,G' is H-free, as any copy
of H in G’ would induce a homomorphism H — R” powinno si¢ znalezé stwierdzenie
typu ,there is no homomorphism H — G, as any such homomorphism would induce
a homomorphism H — R”; ponadto powinno byé ,m > %” zamiast ,m > L”, oraz

zamiast ,,Apply Theorem 2.4” powinno byé ,Apply Theorem 2.1”.

Twierdzenie 2.5 w obecnej formie wydaje sig nieprawdziwe. Byé moze trzeba dodaé
zalozenie odnoénie maksymalnego rzedu grafu H i uwzglednié ten parametr w osza-
cowaniu na C, podobnie jak w twierdzeniu 2.2. W przeciwnym razie kontrprzyklad
moze byé wygenerowany np. poprzez podstawienie za H odpowiednio dhugiego skie-
rowanego cyklu parzystego Cox.

Opis procesu losowego analizowanego w dowodzie twierdzenia 3.1 mozna okreslié jako
nieprecyzyjny lub niepelny. Szczegélnie mylace jest stwierdzenie ,Suppose we want to
sample k vertices wy, ..., wx_1 so that (w;)¥2; is a good sequence.” Sugeruje ono, iz
nasz proces w istocie uwzglednia jedynie tzw. ,good sequences”, tzn. ze kazdy kolejny
wylosowany wierzcholek, dotaczony do uprzednio wylosowanych, musi tworzyé wraz
z nimi prefiks jakiej$ ,good sequence”. Wtedy jednak nieprawds sg dalsze wyjasnie-
nia odnoénie procesu: ,,We start with choosing wy at random from all vertices of G.
Next, we pick any neighbor of wy to be wy. In general, w; is a random vertex from
the set A;((w;)iZ8)”, gdyz nie mamy pewnosci, iz zawsze mozemy wybraé dowolny
element z podanych zbioréw wierzchotkéw. Ponadto, w(D) wyraza woéwczas jedy-
nie oszacowanie dolne prawdopodobiefistwa wylosowania ustalonego D, a poniewaz
w tym procesie zawsze otrzymujemy jakas ,good sequence”, te prawdopodobienstwa
(dla wszystkich ,good sequences”) sumujg si¢ dokladnie do 1 i dalsze rozumowanie
dziala. Alternatywna interpretacja, przy ktérej jednak wspomniane powyzej stwier-
dzenie ,Suppose... is a good sequence.” jest istotnie mylace, jest taka, ze losujemy
jedynie zgodnie ze zbiorami A;, bez wzgledu na to, czy nasze losowania ,rozwijajg
sie wzdluz” jakiej§ ,good sequence” — wwczas w istocie w(D) bedzie postulowanym
prawdopodobienstwem dla kazdej ,good sequence D”, ale caly proces nie jest w pelni
okreslony. Zakladam jednak, iz autor mial t¢ interpretacje¢ na mysli, przy zalozeniu,
ze w sytuacji, gdy jaki§ zbior A; staje si¢ pusty, wéwczas przerywamy nasz proces
i wynik interpretujemy tak, ze nie udalo si¢ wygenerowaé zadnej (lub danej) ,good
sequence”. Poniewaz taka sytuacja moze potencjalnie wystgpié¢ z niezerowym praw-
dopodobienstwem, uzasadnionym staje si¢ stwierdzenie, iz ,the sum of the weights
of all good sequences is at most one”. Analogiczna uwaga aplikuje si¢ takze np. do
zastosowania podobnej metody w dowodzie stwierdzenia 5.9 w rozdziale 5.

Drobne uwagi do kiicéwki dowodu stwierdzenia 3.2: w trzeciej linijce od kotica ,d(w, v;)
2 fori = k—2,0,2” nie jest prawdziwe dla ¢ = 0 w przypadku, gdy w € C; w drugiej
linijce od konca, zamiast ,n,2” powinno byé ,nq1”.

Pod koniec strony 18 powinno byé¢ podkreslone, iz stwierdzenie ,;p(H) can be equiva-

lently defined as the smallest & for which there exists a homomorphism H — ?k”
ma jedynie sens dla acyklicznych digraféw / graféw zorientowanych.



6) Nie jest oczywiste, dlaczego we wniosku 4.10 pojawia si¢ ,min(s, t)”, a nie np. ,max(s, t)”;
ponadto w tym i poprzednim wniosku, H powinien mieé z zalozenia odpowiednia
liczbe tukéw, nie wierzchotkéw.

7) W dowodzie stwierdzenia 4.31, w przypadku digrafu T, nie da sie skorzystac ze stwier-
dzenia 4.30, gdyz podany wybér wierzchotkéw nie gwarantuje we wspomnianym 1 przy-
padku spelnienia zalozefi stwierdzenia 4.30 (zy nie méglby byé zawarty w Cs, co
powoduje problem z przypadkiem ! = 3). Zaden inny wybér tez nie wydaje si¢ od-
powiedni. Na szczeécie da sig w tym przypadku bezposrednio znalezé problematyczne
zanurzenie Q3 — T,. Warto tez przy tym zaznaczyé, iz w samo sformutowanie stwier-
dzenia 4.30 tez wkradla si¢ usterka — w trzeciej jego linijce, zamiast ,,w” powinno by¢

2
w2

8) Trzecie zda,nii> od kOl”l_C)& dowodu twierdzenia 5.3 brzmi ,,By Lemma 2.6, we can remove
all copies of C3 and T from Gy by removing o(n?) arc”. W rzeczywistoéci nie wynika
to wedlug mnie z samego lematu 2.6, lecz z jego dowodu (ktérego de facto nie ma w
rozprawie).

9) W drugim akapicie dowodu twierdzenia 5.7 pada stwierdzenie ,there exists a vertex
which is contained in a copy of Cs, Cg, and Cy”, ktére nie wydaje mi si¢ oczywiste. Z
pewnoscig istnieje natomiast wierzcholek zawarty w homomorficznych obrazach cykli
Cs, Cs i Cy, co jest wystarczajgce do dokonczenia dowodu.

10) Teza stwierdzenia 5.14 powinna byé¢ wzmocniona (bez zasadniczej zmiany w dowodzie)
i wskazywad nie tylko na brak @Q,,, lecz takze brak jego homomorficznego obrazu w
G. To wydaje sig potrzebne w dowodzie stwierdzenia 5.15, pod koniec pierwszego
akapitu, w przypadku, gdy w € D.

11) W drugim akapicie dowodu stwierdzenia 5.14, rozwazania na temat przypadku s €
{1,2} nie maja sensu. Po pierwsze, s = 1 jest sprzeczne z zalozeniem, ze s nie dzieli
I. Po drugie, dla s = 2, mamy s < m — 2 < d — 11 s | k, wigc zatozenie, ze s 1 jest
sprzeczne z definicjg d.

12) W dowodzie ograniczenia gornego dla grafu 24, w rozdziale 7, nalezaloby doprecyzo-
waé dwie kwestie. Po pierwsze, lemat 7.3 implikuje jedynie, ze niepolgczone tukiem
wierzchotki w zorientowanym grafie G majg takie same stopnie. Nie méwi on na-
tomiast nic o implikacji odwrotnej, ktéra takze jest postulowana na podstawie tego
lematu na poczatku dowodu wspomnianego ograniczenia. Po drugie, na poczatku do-
wodu stwierdzenia 7.4 przydalby sig¢ komentarz, dlaczego w ogble mozemy zalozyé, ze
dla kazdego ¢ (j), tuki miedzy B; (B;) a B,, skierowane sg w jedng strone.
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