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Pan mgr Rouzbeh Mohseni jest autorem oraz wspotautorem pigciu prac, w tym czterech
cytowanych Rozprawie:
[24] T. Crepso, Z. Hajto, R. Mohseni, Real Liouvillian extensions of partial differential fields,
SIGMA, Symmetry Integrability Geom. Methods Appl, 17 (2021), 095, 16 pages.
[MSC: 12H05, 37J35, 12D15, 14P05]
[34] Z. Hajto, R. Mohseni, Tame topology and non-integrability of dynamical systems,
arXiv:2008.12074v1 [math.DS] 27 Aug 2020, 10 pages. [MSC: 37J30, 12H05, 70h07, 34C28|
[51] R. Mohseni, Symmetries of Binstein-Weyl manifolds with boundary Chebyshevskii Sb.
922, No. 2, (2021), 510-518. [MSC: 53C18, 53C28, 30F99|
[52] R. Mohseni, R.A. Wolak, Twistor spaces on foliated manifolds, Int. J. Math. 32, No. 8,
(2021), 2150056, 22 pages. [MSC: 53C12, 53C28]
oraz pracy
R. Mohseni, R.A. Wolak, Cohomology of Quaternionic Foliations and Orbifolds, 21 pages.
arXiv:2202.02733v2 [math.DG] 23 Nov 2022 (v1 6 Feb 2022, 14 pages). [MSC: 53C12, 53C28,
57R30]

Rozprawa doktorska Pana mgr. Rouzbeha Mohseniego liczy 91 stron. Trzy rozdzialy
glowne Rozprawy poprzedzone sa pigciostronicowym wstgpem Introduction oraz o§miostro-
nicowym rozdzialem Preliminaries. Rozdzialy te stanowia bardzo dobre wprowadzenie w
tematyke Rozprawy.

W Introduction na str. 3 m.in. cytowana jest praca Pani dr Aleksandry Borowki [11].
Moim zdaniem warto w Rozprawie nadmieni¢, ze wyniki pracy [11] stanowig cze$¢ Jej pracy
doktorskiej
[B] A. Borowka, Twistor constructions of quaternionic manifolds and asymptotically hyper-
bolic Einstein-Weyl spaces, PhD thesis. University of Bath. 2012, 131 pages.
https://purehost.bath.ac.uk/Ws/portalﬁles/portal/187938276/PhDFina1Version.pdf
Np. na str. 8 Rozprawy mozna zacytowac¢ pewne wyniki z podrozdziatow 1.3.1 - 1.3.3
rozdziatu 1.3 czy tez ze str. 37 (Definition 22) pracy doktorskie] [B]. W szczegdlnosci, po
Definition 4 (str. 8 Rozprawy) mozna przedstawi¢, powolujac si¢ na publikacje [37] (Sec-
tion 5, Examples) oraz prace doktorsks [B] (Section 1.3.2, str. 22), przyktad 3-wymiarowej
rozmaitogci Einsteina-Weyla wyznaczonej przez 3-wymiarowa ster¢ Bergera.



W kilku miejscach Rozdzialu 2 (podrozdziaty 2.1 i 2.2.1) Rozprawy mozna takze zacy-
towac pewne wyniki z pracy doktorskiej Pani dr Aleksandry Borowki.

W ostatniej czesci podrozdziatu 1.1, dotyczacej samo-dualnego tensora Weyla W, i anty-
samo-dualnego tensora Weyla W_, mozna zacytowaé np. publikacje: [4] (Section 1) oraz
C. LeBrun, Einstein manifolds, self-dual Weyl curvature, and conformally Kéhler geometry,
Math. Research Letters, 28 (2021), 127-144. arXiv: 1908.01881v2 [math.DG] 22 Sep 2019.
Dodajmy, ze w rozkladzie operatora krzywizny Riemanna R (linia 913 Rozprawy) powinny
znalezC si¢ wyrazenia: W, + 51 oraz W_ + 5 1.

Rozdzial 2 Rozprawy Twistor theory and foliation. Gléwne wyniki tego rozdziatu
pochodza z prac [51] i [52] (z wyjatkiem rozdzialu 6 tej pracy). Znaczny fragment pierwszej
czgSci Rozdziatu 2 Rozprawy (17,-25%), to praktycznie rzecz biorac, praca [51] (511,-5174).
Nadmierimy, ze w dowodach lematoéw 5 i 6 Rozprawy przedstawione sa pewne diagramy
przemienne, ktérych nie ma w dowodach odpowiadajacych im lematach pracy [51] (Lemma
4, Lemma 5).

Najwazniejszym wynikiem przedstawionym w tej czesci Rozdzialu 2 Rozprawy jest The-
orem 5 ([51], Theorem 4).

Niech M bedzie rzeczywistg analityczna powierzchnig z konforemna koneksjs Cartana i
polem wektorowym Z (tj. symetrig danej koneksji Cartana, w sensie Definition 10, str. 19
Rozprawy). Ponadto niech wigzka wektorowa V (wystepujaca w definicji koneksji Cartana,
Definition 9, str. 18 Rozprawy) bedzie wiazka stowarzyszong wiazki stycznej TM i niech
M bedzie rozmaitoscig Einsteina-Weyla otrzymang z M przez konstrukcje przedstawiong
w pracy [11] (powierzchnia M jest brzegiem rozmaitosci M). Wowczas na rozmaitosci z
brzegiem M U M istnieje pole wektorowe Y’ takie, ze Y’y = Z i pole Y’| o4 jest symetria
struktury Einsteina-Weyla.

Z kolei najwazniejszym wynikiem przedstawionym w drugiej czeéci tego rozdziatu Rozpra-
wy jest Theorem 7 (52|, Theorem 5.5).

Niech (M?",g) bedzie zorientowang rozmaitosciag Riemanna wymiaru 2n z metryka g.
Oznaczmy przez T'M wiazke styczng danej rozmaitosci. Endomorfizm J : TM —s TM
taki, ze J?2 = —Id zadaje strukture prawie zespolong na M. Ponadto niech (M,g,F,J)
bedzie sfoliowang rozmaitoscia Riemanna z tensorem metrycznym g, foliacja F kowymiaru
m = 2q 1 wiazkg normalng @ = TM/TF z rzutowaniem « : TM — Q. Rozklad wigzki
stycznej TM = TF & TF*, przy identyfikacji TFL z Q, daje nam metryke gg na Q. Teraz
mozemy juz zdefiniowaé transwersalng strukture prawie zespolona J% oraz transwersalng, fo-
liacjg prawie hermitowska i w konsekwecji sfoliowang transwersalng rozmaitosé¢ prawie hermi-
towska (M, g, F, J9). W klasie sfoliowanych transwersalnych rozmaitosci prawie hermitows-
kich (M, g, F,J%) mozemy wyrézni¢ dwie podklasy: sfoliowane transwersalne rozmaitosci
prawie hermitowskie (M, g, F, J9) transwersalne (1,2)-symplektyczne oraz sfoliowane trans-
wersalne rozmaitosci prawie hermitowskie (M, g, F, J9) transwersalne kosymplektyczne. W
Rozprawie wykazano (Theorem 7), ze jesli (M, g, F,J9) i (M',¢',F', J?) sa sfoliowanymi
transwersalnymi rozmaitosciami prawie hermitowskimi, odpowiednio, transwersalng kosym-
plektyczng i transwersalng, (1, 2)-symplektyczng, to kazde transwersalne odwzorowanie holo-
morficzne ¢ : M — M’ jest transwersalne harmoniczne.



Rozdzial 3 Rozprawy Orbifolds. Orbifoldy sg uogoélnieniem pojecia rozmaitosci. W
Rozdziale 3 Rozprawy przedstawione sg rezultaty dotyczace orbifoldow gladkich (Defini-
tion 23; [52], Definition 6.1). Na kazdym takim orbifoldzie istnieje gladka metryka rie-
mannowska (Proposition 6, str. 48). Dodajmy, ze jesli (M,F) jest g-wymiarowg foliacja
riemannowska, ze zwartymi liéémi, to przestrzen lisci M/F dopuszcza naturalng strukture
g-wymiarowego orbifoldu (Proposition 7, str. 50). Pewne pojecia wprowadzone w Rozdziale
2 Rozprawy mozna przenie$¢ na orbifoldy. W szczegélnoéci, dla pewnych specjalnych od-
wzorowan f : X — Y miedzy orbifoldami riemannowskimi (X, gx) i (Y, gy) mozna zdefi-
niowaé pojecie odwzorowania harmonicznego (Definition 31; [52], Definition 6.2). Mamy
tez w tym rozdziale Rozprawy Theorem 12 ([52], Theorem 6.4) - odpowiednik Theorem
7 z Rozdzialu 2 Rozprawy. Jesli X i Y sg orbifoldami prawie hermitowskimi, odpowied-
nio, kosymplektycznym i (1,2)-symplektycznym, to kazde holomorficzne odwzorowanie or-
bifoldow ¢ : X — Y (spelniajgce warunki z Definition 25 Rozprawy) jest harmoniczne.
W ostatniej czesci tego rozdzialu przedstawione jest zastosowanie orbifoldéw w teorii strun.

Na str. 48 Rozprawy powinno by¢ wspomniane, ze Definition 29, Definition 30 i Propo-
sition 6 to odpowiednio Definition 50, Definition 51 i Proposition 52 z publikacji [12].

Na stronie 19 Rozprawy mamy Proposition 5, a na stronie 48 Rozprawy réwniez Propo-
sition 5. Analogiczne uwagi dotycza: Proposition 6 (str. 21) i Proposition 6 (str. 48);
Proposition 7 (str. 21) i Proposition 7 (str. 50) oraz Proposition 8 (str. 24) i Proposition 8
(str. 51).

W Rozdziale 4 Rozprawy Integrability and real dynamical systems przedstawione
sa pewne wyniki z prac [24] i [34]. Prace te dotycza, odpowiednio, rozszerzen rzeczywistych
liouvillowskich rzeczywistych czastkowych pol rézniczkowych z rzeczywistym domknietym
cialem stalych i teorii Galois dla czastkowych ukladéw rézniczkowych [24] oraz calkowal-
nosci rzeczywistych uktadéw dynamicznych [34]. W podrozdziatach 4.1.1-4.1.4 Rozprawy
przedstawione sg definicje dotyczgce uktadéw dynamicznych i rozniczkowej teorii Galois, a
w szczegblnodci, w podrozdziale 4.1.4, trzy twierdzenia (Theorem 16, Theorem 17, Theo-
rem 18) z pracy [34] (Theorem 2.1,4, Theorem 2.1.3, Theorem 2.1.5). W podrozdziale 4.1.5
przedstawione s wyniki z pracy [2] dotyczace catkowalnoscei zespolonych planarnych pél
wektorowych, a w kolejnym podrozdziale m.in. definicje z zakresu semi-analitycznej i semi-
algebraicznej geometrii oraz o-minimalnych struktur. W podrozdziale 4.2 przedstawiony jest
przyklad niecatkowalnego gradientowego ukladu dynamicznego (Example 1; [34], Example
3.1.1). W ostatnim podrozdziale przedstawiona jest definicja rzeczywistej funkeji Liouville’a
oraz przyklad rzeczywistego uktadu dynamicznego, ktérego rozwigzaniami sg rzeczywiste
funkcje Liouville'a.

Moim zdaniem, przy definicjach, twierdzeniach, propozycjach i lematach zamieszczonych
w Rozprawie i pochodzacych z prac: [24], [34], [51] i [52], powinno byé¢ dodane, z ktorej z
wymienionych tu prac pochodzg te definicje, twierdzenia, propozycje i lematy.



Pan mgr Rouzbeh Mohseni opanowal wiedze i metody badawcze niezbedne do dalszego
prowadzenia badai naukowych w matematyce. Jego Rozprawa doktorska zawiera wiele
interesujacych i waznych wynikoéw, zaliczanych do réznych dzialow matematyki: geometrii
rozniczkowej oraz ukladéw dynamicznych i teorii ergodycznej, teorii cial i wielomianow,
geometrii algebraicznej i kilku innych dziatéw. Wykazal sie wiedza i umiejetnosciami upo-
wazniajacymi go do ubiegania sie o stopient doktora nauk matematycznych w dyscyplinie
naukowej Matematyka.

Stwierdzam, ze recenzowana Rozprawa doktorska spelnia wymogi stawiane rozprawom
doktorskim przez Ustawe o stopniach naukowych i tytule naukowym. Wnioskuje o jej przyje-
cie oraz dopuszczenie Pana mgr. Rouzbeha Mohseniego do dalszych etapoéw przewodu dok-
torskiego. Ponadto wnioskuje o wyr6znienie Rozprawy doktorskiej Pana mgr. Rouzbeha

Mohseniego.
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Uwagi
p. viiyg powinno byé: We develop the theory
p. ix? proponuje napisa¢: Prof. Dr.

ix® proponuje napisa¢: Prof. Dr. hab. Zbigniew Hajto and Prof. Dr. Teresa Crespo
26 1 p. 1219 - proponuj¢ napisa¢: SO(2n).

310 powinno byé: N.J. Hitchin p. 333 powinno byé: In Chapter 1

413 powinno byé: by Atiyah

715 powinno by¢: of the tangent bundle

8 Definition 4. proponuje napisa¢: (M, [g]) (p. 8s) oraz (M, [g], D) (p. 87)

914 powinno by¢: (1.2)

10%° powinno by¢: det A =1

135 proponuje napisaé: 1T (z).

23; 2390—2319 - proponuje napisaé: (see (2.4))

37" proponuje napisa¢: J. Konderak

43 Proposition 4. proponuje napisaé: (i) zamiast 1., (ii) zamiast 2. oraz (iil) zamiast
. ewentualnie proponuje napisa¢ w Proof. (Proposition 4.): 1. zamiast (i), 2. zamiast
ii) oraz 3. zamiast (iii).

61! proponuje napisa¢: ¢; = p; =0

623 proponuje napisa¢: L(Y) =

6215 proponuje napisac¢: is called the differential

73 [6] powinno byé: C. R., Math., Acad. Sci. Paris 348, No. 23-24, 1323-1326 (2010).
73 [11] powinno by¢: 224-241.

74 [12] i [13] powinno by¢: Borzelino, J.E.,

74 [14] 1 [16] powinno by¢: Burstall, F.E., Calderbank D.M.J.,

74 [25], powinno by¢: Harvey, J.A., 261 (1985) 678-686; 274 (1986) 285-314.

75 [34] powinno by¢é: arXiv.2008.12074, 10 pp. [37] powinno by¢: 565-577.

76 [44] powinno by¢: Mostowski, T., [45] powinno by¢: LeBrun,
7] powinno by¢: Geometria
. 77 |57] powinno byé¢: 663-699. [61] powinno by¢é: 345-366. [68] powinno by¢: 359-363.
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