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Recenzja rozprawy doktorskiej mgr. Artura Polanskiego

Izometryczne modele dla grup z metrykq obustronnie niezmienniczq

Rozprawa Artura Polanskiego, przygotowana pod opieka dr. hab. Piotra Niemeca, liczy
38 stron i w calo$ci poswiecona jest dowodowi twierdzenia, ktére (w pewnym skrdcie)
brzmi nastepujaco:

Twierdzenie. Kazda grupa topologiczna wyposazona w metryke obustronnie nie-
zmaenniczg jest izomelrycznie izomorficzna z grupg izometrii pewnej przestrzens metrycz-
nej.

Jak pokaze ponizsze pobiezne wyliczenie, glowny rezultat rozprawy nawigzuje do
calego szeregu wynikow o reprezentacjach grup poprzez grupy izometrii.

— Gao i Kechris (2003) udowodnili ze kazda grupa polska jest izomorficzna z grupa
izometrii pewnej przestrzeni metrycznej.

— Melleray (2008) pokazal, ze zwarte grupy metryczne realizuja sig, z doktadnoscia do
izomorfizmu, jake grupy izometri przestrzeni zwartych.

— Malicki i Solecki (2009) zaprezentowali analogiczny rezultat dla przestrzeni lokalnie
zwartyvch,

— Niemiec (2013) przedstawil nowe, jednolite podejscie do konstrukeji docelowej prze-
strzeni metrycznej, dowodzgc na przyklad, Ze kazda grupa polska jest izomorficzana z
grupg, izometrii klasycznej przestrzeni Hilberta ¢5, wyposazonej w pewna metryke.

W odréznieniu od powyzszych twierdzen, rezultat recenzowanej rozprawy orzeka o
istnieniu izometrycznej reprezentacji danej grupy. Z tego powodu w twierdzeniu Polan-
skiego pojawia sie zalozenie, ze wyjSciowa grupa wyposazona jest w metryke niezmien-
niczg ze wzgledu na lewe i prawe przesuniecia (co jest w istocie warunkiem koniecznym
dla istnienia omawianej reprezentacji).

Dowdd Twierdzenia, jest ztozony i dlatego rozwaza sie najpierw przypadek, gdy dana
grupa topologiczna jest oSrodkowa i wyposazona jest w metryke ograniczona. Nastepnie
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omawia sie modyfikacje, pezwalajace uwolnié sig od tych dodatkowych zalozeil. Odrod-
kowa wersja, Twierdzenia jest przedmiotem samodzielnej publikacji autora w Topology
and Its Applications (2021).

W swoim dowodzie Artur Polanski wykorzystuje technike ze wspomnianej powyzej
pracy Niemca, ktéra dla danej przestrzeni metrycznej X rozwaza rozlaczng sume kopii
X i jej skoficzonych poteg kartezjanskich. Technika ta ma te¢ zalete, ze podstawowe
wlasnosci wyjsciowej przestrzeni X przenoszg sie na przestrzen docelowa. Poprzednie
prace wykorzystywaly na ogoét bardziej abstrakcyjne podejscie, zwigzane z tak zwanymi
funkcjami Katétova.

Konkretny przepis na docelows przestrzen metryczna jest zaledwie poczatkiem dosé
ztozonej drogi do dowodu Twierdzenia: musimy te przestrzein wyposazyé w metryke
o bardzo precyzyjnych wlasnoéciach, tak aby elementy naszej grupy byly izometrycz-
nie reprezentowane poprzez izometrie i jednoczesnie, aby nie dopusci¢ do powstawania
dodatkowych, niepozadanych izometrii. Dlatego nawet przypadek grupy o$rodkowej z
metryka ograniczong wymaga przeprowadzenia calego szeregu rozumowan iloSciowych i
topologicznych.

Pan Artur Polanski prezentuje kolejne elementy dowodu swojego wyniku w pod-
stawowym przypadku (przestrzeni oSrodkowej z ograniczong metryka) w sposéb dosé¢
precyzyjny i przekonywujacy. Drobne uwagi:

— W dowodzie (c) Lematu 2 zapewne chodzi o funkcje u,; : X — X.

— W Propozycji 1(b) pojawia si¢ niezdefiniowany symbol X @; zapewne ma to byc
zwykly iloczyn kartezjanski X™.

— W dowodzie Twierdzenia 7 rOwnos¢é peup 1 Vsyp Die jest wyjasniona — zapewne wynika
to z Propozycji 1(b), ale to stwierdzenie takze pozostawione jest bez wyjasnienia.

Kierujac si¢ pewng ekonomia, dalsze czeSci pracy stawiaja przed czytelnikiem spore
wyzwania: pomocnicze fakty dowodzi si¢ w przypadku odrodkowym i ograniczonym, a
nastepnie omawia sig, czasami troche lakonicznie, niezbedne zmiany potrzebne w kolej-
nych czesciach dowodu (musze przyznad, ze formula na X, na dole strony 29 jest dla mnie
zupelnie niejasna). Byloby duzo latwiej, gdyby we wstepie do pracy oméwi¢ ogblng ideg
i mape polaczen pomiedzy technicznymi lematami (nieco dokladniej niz to uczyniono we
wstepie, a w stylu zaprezentowanym na stronie 9 w odniesieniu do Lematu 2).

Piszac po polsku o matematyce wszyscy napotykamy na, czasami niespodziewane,
przeszkody. Autor rozprawy niezle poradzil sobie z redakcjg tekstu w jezyku ojczystym;
niestety zupelnie niepotrzebnie zastosowal dwie kalki z jezyka angielskiego. W pracy
stosuje sie termin propozycja, na przyktad Propozycja 1 etc. co prowadzi do zbitek
postaci Ponizsza propozycja jest odpowiednikiem Propozycji 2.2. ... Sadze, ze w jezyku
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polskim propozycja laczy sie nierozerwalnie z proponowaniem czego$, a nie faktem, ktory
sie stwierdza czy dowodzi. Podobnie jest z terminem sekcja — nie sadze, aby w jezyku
polskim stosowalo sie to stowo do nazwania czedci tekstu. Z drugiej strony autor swobod-
nie stosuje termin iso-nice, nie probujac go ani przettumaczy¢, ani omoéwié (jedli termin
izo-mily brzmi zbyt ryzykownie to zawsze mozna zastosowaé¢ wybieg w stylu grupa z
wlasno$cig IN}.

W konkluzji niniejszej recenzji pragne podkresli¢, ze omawiana rozprawa prezentuje
warto$ciowy rezultat, ktoéry niechybnie zostanie dostrzezony przez specjalistéw. Jak wi-
daé z wyliczenia na pierwszej stronie recenzji, pokrewne zagadnienia byly przedmiotem
dociekan bardzo znanych matematykéw. Pan Artur Polanski twérczo rozwinal metode
wymy$long przez swojego opiekuna naukowego i pokonal wiele technicznych trudnosci
na drodze do swojego gléwnego twierdzenia. Dlatego z przekonaniem stwierdzam, ze roz-
prawa doktorska mgr. Artura Polanskiego przedstawia oryginalne rozwigzanie problemu
naukowego i tym samym spelnia wymagania ustawowe i zwyczajowe srodowiska matema-
tycznego stawiane kandydatom do stopnia doktora; wnosze o dopuszczenie doktoranta
do dalszych etapéw przewodu.
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