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Przeglad wynikéw rozprawy. Tematem rozprawy sg strukturalne wiasnosci zbiorow cze-
Sciowo uporzadkowanych (dalej: posetéw), ktérych graf pokrywajacy (ang. cover graph)
jest rzadki (np. planarny czy z ustalonej klasy graféw zamknietej na branie minoréw).

Jednymi z najwazniejszych niezmiennikéw posetow jest wysokos¢ (dtugos¢ najdtuzszego
fancucha) i wymiar (minimalna liczba liniowych rozszerzen, ktérych przeciecie daje do-
ktadnie zadany poset). Te dwa niezmienniki petnig funkcje analogiczng do liczby klikowej
i liczby chromatycznej w Swiecie graféw nieskierowanych. Omawiana rozprawa doktorska
wpisuje sie w szeroki nurt badan, ktérych celem jest opracowanie oszacowan na wymiar
posetu w zaleznosci od réznych zatozen strukturalnych.

Naturalnym sposobem zadawania ograniczen strukturalnych jest ograniczanie struktury
grafu pokrywajgcego poset. W tym grafie skierowanym, wierzchotki odpowiadajg elemen-
tom posetu, a krawedzie tgczg wierzchotki (elementy) ktére sg poréwnywalne, ale ich po-
réwnywalnos¢ nie wynika z przechodniosci. Omawiana rozprawa doktorska skupia sie na
zatozeniu rzadkosci grafu pokrywajgcego, w szczegdlnosci na zatozeniu, ze graf ten nalezy
do ustalonej klasy graféw zamknietych na branie minoréw (np. jest planarny).

Warto zaznaczy¢, ze ogdlne zagadnienie z poprzedniego akapitu byto badane w ostatnich
latach przez kilka grup badawczych na swiecie. Wyniki autora bardzo dobrze sie wpisujg w
ostatni cigg badan i majg duzy potencjat uzyska¢ duze zainteresowanie w miedzynarodo-
wym Srodowisku.

W nastepnych kilku akapitach oméwie doktadniej wyniki rozprawy.

Szerokos¢ drzewowa 2. Pierwszy rozdziat rozprawy poswiecony jest posetom, ktorych
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graf pokrywajacy ma szerokos$¢ drzewowg (ang. treewidth) co najwyzej 2. Jest to znana kla-
sa grafow, ktorej jedng z charakteryzacji jest bycie podgrafem pewnego grafu tzw. series-
parallel. Autor, przy pomocy zrecznej i eleganckiej indukcji, dowodzi, ze takie posety maja
wymiar ograniczony przez 12, poprawiajgc poprzednie najlepsze znane ograniczenie 1276.

Grafy bez minora K, _,,. W drugim rozdziale, autor skupia sie na grafach, ktére wykluczaja
biklike K, jako minor (dla ustalonego n) i pokazuje, ze majg one ograniczony wymiar
(przez dosc¢ duza funkcje parametru n).

Gtoéwna linig ataku jest czesciowa charakteryzacja graféw bez minora K ,, autorstwa Din-
ga, pokazujaca, ze kazdy taki graf da sie zbudowac (w Scisle okreslony spos6b) z mniejszych
grafow, nalezacych do wezszych klas graféw. Z dalekiej perspektywy, dowdd gtéwnego wy-
niku autora postepuje w sposob naturalny: dowodzi on (odpowiednio wzmocnionej) bazy
indukcyjnej dla bazowych klas graféw z dekompozycji Dinga, po czym dowodzi ogranicze-
nia na wymiar dla graféw otrzymanych w wyniku kroku konstrukcynego z dekompozycji
Dinga. Cho¢ brzmi to naturalnie, by przeprowadzi¢ ten dowdéd, nalezy rozwigzac wiele tech-
nicznych probleméw i dobrze zrozumie¢, jak uzyte w dekompozycji Dinga sklejanie grafow
wptywa na wymiar. Autor wykazat sie duza sprawnoscig w takiej analizie i w operowaniu
znanymi narzedziami z teorii wymiaru posetow.

Grafy bez drabin. Drabina to krata o wymiarach 2 x n. W trzecim rozdziale rozprawy autor
skupia sie na posetach o grafie pokrywajacym wykluczajagcym ustalong drabine jako minor.
Podobnie jak w poprzednim rozdziale, gtbwnym wynikiem jest ograniczenie na wymiar
takiego posetu (jako funkcja parametru n).

Przeciwnie do poprzedniego rozdziatu, dowdd tutaj ma bardzo elegancki i trikowy cha-
rakter. Gtéwnym pomystem jest zdefiniowanie niezmiennika strukturalnego, podobnego
do gtebokosci drzewowej (ang. treedepth) ktory bedzie zwigzany z wielkoscig najwiekszej
drabiny jako minor, podobnie jak gteboko$¢ drzewowa jest zwigzana z dtugoscig najdtuz-
szej Sciezki w grafie. Zdefiniowany niezmiennik okazuje sie by¢ zaskakujaco prosty i mieé
naturalng definicje rekurencyjna. Przy pomocy tej definicji jako osi indukcji, dowdd ogra-
niczenia na wymiar jest juz stosunkowo prosty.

Grafy k-zewnetrznie planarne. Ostatni (i najdtuzszy) rozdziat rozprawy poswiecony jest
posetom, ktérych grafy pokry¢ sg k-zewnetrznie planarne. (Tj., s planarne i posiadajg ry-
sunek na pfaszczyznie, ktéry mozna catkowicie wymazac przy pomocy k krokdw, gdzie w
jednym kroku usuwamy wszystkie wierzchotki lezagce na zewnetrznej Scianie i incydentne
z nimi krawedzie.) Gldwnym wynikiem jest ograniczenie O(k%) na wymiar takiego pose-
tu. Bezposrednim wnioskiem jest ograniczenie O(h3) na wymiar posetu o wysokosci A i
planarnym grafie pokrywajacym, poprawiajace poprzednie ograniczenie O(h%).

Dowdd gtéwnego wyniku jest wieloczeSciowy:

1. Wpierw, przy pomocy znanych metod, sprowadzamy do przypadku, gdzie szukane
liniowe porzadki (z definicji wymiaru) musza tylko pokry¢ nieporéwnywalne pary
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miedzy minimalnymi i maksymalnymi elementami k-zewnetrznie planarnego pose-
tu. Dodatkowo, przy pomocy techniki rozwijania, mozemy dotozy¢ pewne zatozenie
dotyczace poréwnywalnosci niektérych par.

2. Nastepnie wykorzystujemy zatozenie k-zewnetrznej planarnosci by dotozy¢ jeszcze
jedno zatozenie: istnieje minimalny element x, i maksymalny yo, leZzgce na zewnetrz-
nej scianie, ze kazda para (a,b), ktéra musimy pokry¢, spetnia zo < bia < yo. Dla
kazdej takiej pary (a, b), faczymy a z yo i 9 z b $Sciezkami dowodzacymia < yg i zg < b,
ktére to mozemy wybrac tak, by w sumie dawaty drzewa S i T ukorzenione w yq i zg.

3. Przy pomocy znanego wyniku Kozika, Micka i Trottera, wystarczy wykaza¢, ze w da-
nym zbiorze par do pokrycia nie ma standardowego przyktadu (pewnej ustalonej
struktury) wielkosci ck dla pewnej duzej statej c.

4. Przy pomocy drzew S i T dowodzimy, ze jesliby taki przyktad istniat, to graf nie moze
by¢ k-zewnetrznie planarny, bo zawiera cigg zagniezdzonych cykli dlugosci wiekszej
niz k. Ten ostatni punkt jest technicznym i dtugim dowodem, stopniowo odkrywa-
jacym kolejne strukturalne wiasnosci, jak taki standardowy przyktad musiatby wy-
glada¢ wzgledem drzew S i T. Dowdd ten bardzo mocno bazuje na planarnosci i
topologicznych argumentach.

W tym rozdziale, autor postuguje sie z duzg zrecznoscig zaréwno réznymi narzedziami do
ograniczania wymiaru (w pierwszych dwéch punktach) jak i argumentami topologicznymi
(w ostatnim punkcie).

Ocena i podsumowanie. W moim odczuciu, rozprawa wyrdznia sie bardzo spéjnym dobo-
rem zawartosci — wszystkie cztery wyniki sg na ten sam temat, mocno ze sobg powigzane,
drazace ten sam kierunek badan — jak i bardzo wysokim poziomem samodzielnosci au-
tora — pierwsze dwa wyniki sg samodzielne, a ostatni wspdlnie z doktorantem z Berlina.
Co wiecej, jako$¢ opisu i prezentacji jest na bardzo wysokim poziomie.

Rozprawa zawiera wyniki ciekawe dla miedzynarodowej spotecznosci, odpowiadajgce na
biezace pytania w dziedzinie. Autor pokazat duzg zreczno$¢ w operowaniu istniejgcymi
technikami w dziedzinie jak i w analizie kombinatorycznych obiektéw w poruszanych za-
gadnieniach.

Podsumowujac, uwazam, ze przedstawiona rozprawa jest bardzo dobrg rozprawg i z du-
zym marginesem btedu spetnia wymogi ustawowe i zwyczajowe stawiane rozprawom dok-
torskim w dziedzinie. Wnioskuje o przepuszczenie jej do dalszych etapéw procedury. Po-
nadto, ze wzgledu na bardzo duzy stopier samodzielnosci przedstawionych prac i wysoka
jakos¢ wynikow i ich prezentacji, wnioskuje o wyrdznienie rozprawy.

Z powazaniem,
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Marcin Pilipczuk
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