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pt. Wiasnosé rozszerzania dla podzbioréw analitycznych w obszarach w C"

1. TEMATYKA ROZPRAWY DOKTORSKIEJ

Tematyka rozprawy doktorskiej pana mgra Krzysztofa Maciaszka skupiona jest wokoél waz-
nego zagadnienia wielowymiarowej analizy zespolonej, ktérym jest problem przediuzania
ograniczonych funkcji holomorficznych na analitycznych obszarach w C” z zachowaniem
normy supremum. Problem ten istotnie angazuje narzedzia z innych dzialéow matematyki
takich jak teoria operatoréw czy teoria funkcji niezmienniczych. Pierwsze rezultaty doty-
czace wlasnosci przedhuzania z zachowaniem normy supremum znajduja sie w opublikowane;j
w 1969 roku ksigzce W. Rudina Function Theory in Polydiscs, kluczowym zas dla wspoél-
czesnego rozwoju tego zagadnienia jest przelomowy artykul J. Aglera i J.E. M®Carthy’ego
opublikowany w roku 2003 w Ann. Math., w ktoérym autorzy powigzali t¢ problematyke
z teorig operatoréw dostarczajac nowych narzedzi i motywacji do zajmowania sie problemem
przedluzania. Gléwnym Zrodlem ich rozwazan byt problem interpolacyjny Nevanlinny-Picka
na bidysku zespolonym D?.

Podzbiory D? majgce wlasnosé roszerzania z zachowaniem normy supremum zostaly scha-
rakteryzowane we wspomnianej pracy Aglera i M°Carthy’ego, natomiast w przypadku tzw.
zsymetryzowanego bidysku G C C? przez Aglera, Z. Lykova i N. Younga (Memoirs Amer.
Math. Soc. 2019). Warto zaznaczyé, ze dla trzydysku D® na ogél jest trudno rozstrzygnaé
czy zadany podzbiér analityczny V' C ID® ma wlasnoéé rozszerzania. Wazna w tym kontek-
Scie klase tworza pewne dwuwymiarowe powierzchnie wprowadzone w pracy L. Kosinskiego
i W. Zwonka (Canad. J. Math. 2021), ktérych ciekawa whasnoéé doktorant wykazuje w roz-
dziale drugim rzucajac w ten sposdéb nowe $wiatlo na problem rozszerzania w D°.

Dalsza cze$¢ rozprawy dotyczy ogolnego pytania o to, na ile wlasnos$¢ rozszerzania impli-
kuje, ze dany zbidr jest holomorficznym retraktem. Pytanie to jest motywowane podstawows
obserwacja: kazdy holomorficzny retrakt ma wilasnosé rozszerzania z zachowaniem normy.
Doktorant dowodzi kilku interesujacych i dalece nietrywialnych twierdzen dajacych odpo-
wiedZ na to pytanie w réznych sytuacjach.

Rozprawa oparta jest na trzech artykulach naukowych, ktérych jedynym autorem jest
doktorant. Dwa z nich zostaly juz opublikowane w czasopismach Complexr Anal. Oper. Theory
oraz Arch. Muath., natomiast trzeci jest udostepniony w systemie arXiv. Przejde teraz do
bardziej szczegblowego oméwienia wynikow przedstawionych w rozprawie.



2. GEOWNE TEZY ROZPRAWY

Pierwszy rozdzial rozprawy ma charakter wprowadzajacy — podane zostaly w nim niezbedne
definicje i fakty dotyczace zbioréw analitycznych, algebraicznych, a takze réznego rodzaju
(pseudo)odlegloéel pojawiajacych si¢ w teorii funkcji niezmienniczych. Przytoczone jest kla-
syczne twierdzenie Cartana o przedhwzaniu wraz z przykladem Alexandera pokazujacym,
ze nie kazda ograniczona funkcja holomorficzna okreslona na podzbiorze algebraicznym D*
przedluza sie do ogramiczonej funkcji holomorficznej na D?. Kluczowa dla calej rozprawy
jest definicja wlasnodci rozszerzania wzgledem podalgebry H>(V'), gdzie V jest podzbiorem
C™, jak réwniez definicja zbioréw H*>())-wypuklych i zbioréw wielomianowo wypuktych.
Warto zaznaczy¢, ze pomystowy przykltad ze str. 11, pokazujacy, ze jednowymiarowe rek-
trakty D? nie muszg by¢ wielomianowo wypukle, pochodzi z artykutu [Kos-M°C| Kosinskiego
i M®Carthy’ego, gdzie podany jest szkic dowodu, jednak autor rozprawy podaje pelne i szcze-
gbtowe wytlumaczenie tego przykladu.

Rozdziat drugi oparty jest na pracy

[Mac3] K. Maciaszek, Geometry of unigueness varieties for a three-point Pick problem in D?
(2022), arXiv:2204.06612

i dotyczy trzypunktowego problemu Picka na trzydysku zespolonym ID®, a dokladniej — pew-
nych dwuwymiarowych powierzchni algebraicznych M, C D?® (o € C* \ {0}). Powierzchnie
te pojawily sie w artykule [Kos-Zw| Kosifiskiego i Zwonka, gdzie wykazano m.in. 7e sg one
zbiorami Carathéodory’ego, na ktorych zgadzaja sie pseudoodlegtosci Carathéodory’ego cpr,
i cps oraz funkcja Lemperta. Autorzy pracy [Kos-Zw] wykazali réwniez, ze rodzina {M,}
jest stabilna ze wzgledu na automorfizmy D3, W gléwnym wyniku rozdzialu drugiego roz-
prawy pan mgr Maciaszek dowodzi, ze stabilno$¢ ta zachodzi w silniejszym sensie. Mowiac
precyzyjnie, jezeli

My = {(21, 2, 23) € D?: ayz1 + aozs + i3zs = T zo23 + Gz2123 + '@32122}
dla a = (0, a9, 03) € C\ {0} oraz
(*) lo, | + | > |

dla kazdej permutacji (71, iz, 23) zbioru {1,2,3} (w przeciwnym razie M,, jest biholomorficzny
z D?, jest zatem retraktem D?), to istnieje takie ¢ € Aut(D?), ze p(M,) = M(11,1). Dowéd
tego twierdzenia jest techniczny i doéé skomplikowany, ale niewatpliwym profitem jest obser-
wacja poczyniona przez autora moOwiaca, ze przytoczone twierdzenie o stabilnodci redukuje
badanie wlasno$ci rozszerzania elementéw rodziny M (zbioréw M, spelniajacych (x)) do
zbadania tej wlasnosci dla jednego wybranego zbioru M, € M.

Pan mgr Maciaszek pokazuje nastepnie, ze rodzina M sklada sie ze zbioréw jedynosci
(tzn. takich zbioréw, na ktoérych pokrywaja sie wszystkie funkcje interpolujace odpowiedni
problem Picka) dla ekstremalnych, niezdegenerowanych, scile tré6jwymiarowych trzypunkto-
wych probleméw Picka w D, Dowdd wymaga uzycia tzw. funkcji magicznej wprowadzonej
w pracy [Agl-You} Aglera i Younga, a takze bardzo skomplikowanych rachunkéw, do ktorych
uzyto programu Mathematica. Rozdzial kohezy sie elegancks obserwacja (z kolejnym zasto-
sowaniem twierdzenia o stabilnosdci rodziny M wzgledem automorfizméw D¥) moéwiaca, ze
brzegiem Szylowa powierzchni M, € M wzgledem algebry funkcji ciaglych na M, i holo-
morficznych na M, jest zbiér M, N T2.

W rozdziale trzecim zaprezentowane sg wyniki z artykulu

2



[Mac] K. Maciaszek, On polynomial extension property in N-disc, Complex Anal. Oper.
Theory 13 (2019), 2771-2780.

Gléwnym wynikiem tego rozdziatu jest twierdzenie orzekajace, ze kazdy jednowymiarowy
zbidr algebraiczny V' C D", gdzie n > 3, majacy wlasno§¢ wielomianowego rozszerzania
jest holomorficznym retraktem. Rezultat ten znakomicie wpisuje si¢ w nurt badan wigza-
cych wlasnosé H®-rozszerzania z holomorficznymi retraktami. Jednym z takich wynikéw jest
twierdzenie z pracy {Gu-Hu-Wa} Guo, Huanga i Wanga, zacytowane w rozprawie jako twier-
dzenie 24, ktére przy pewnych zalozeniach charakteryzuje holomorficzne retrakty V wsréd
zbioréw algebraicznych jako te, ktdre majg wlasnosé H*-rozszerzania i speiniaja dodatkowy
warunek istnienia rozszerzajacej” izometrii hiniowej T: H*(V) — H>(D"). Twierdzenie
pana mgra Maciaszka pozwala pominaé to dodatkowe zalozenie w sytuacji, gdy V jest zbio-
rem jednowymiarowym. Twierdzenie to jest rowniez jednowymiarowym odpowiednikiem sy-
tuacji opisanej w twiedzeniu Kosinskiego-MCarthy’ego [Kos-M®C; Thm. 6.1}, ktoére méwi, ze
jezeli V jest wielomianowo wypuklym dwuwymiarowym podzbiorem analitycznym D? z wla-
snoScig rozszerzania, to V jest holomorficznym retraktem lub przedstawia sie jako wykres
funkcji holomorfieznej okreslonej na podobszarze D? ze wzgledu na kazda z trzech mozliwych
par wspotrzednych (z;,, z;,) (1 <43 < iz < 3).

Rozdzial czwarty oparty jest na wynikach pracy

[Mac2| K. Maciaszek, Polynomial extension property in the classical Cartan domain Ry,
Arch. Math. 115 (2020), 657-666.

Jak pisze autor, rozdzial ten jest ,nieco odrebny od wezedniejszych”, jednak gtéwny wynik ma
podobng nature jak ten z poprzedniego rozdzialu — w pewnych sytuacjach wlasnos¢ rozszerza-
nia implikuje istnienie holomorficznej retrakeji. W tym przypadku mowa jest o algebraicznych
podzbiorach obszaru Cartana

Riy={A€M(C): A= A", I - AA" >0}

(pojawiajacego sie jako jeden z czterech obszaréw w twierdzeniu Cartana), a wynik uzyskany
przez doktoranta jest bardzo elegancki: jezeh V C Rys jest zbiorem algebraicznym z wla-
snos$cig wielomianowego rozszerzania, to V jest holomorficznym retraktem. Autor ttumaczy
rowniez ciekawsg ideologie stojaca za tym twierdzeniem — obszar Ry jest dla tetrabloku

E = {(211, za,detz): 2z = (2i5)1<ij<2 € RII}
tym, czym bidysk dla zsymetryzowanego bidysku
G = {(z+w, zw): |z] < 1, |w| < 1},

na temat ktérego daleko idgce badania mozna znalezé w pracy [Ag-Ly-Yo] Aglera, Lykovej
i Younga (Memoirs Amer. Math. Soc. 2019), m.in. fakt méwiacy, ze istnieja podzbiory G
z wlasnoscig H*-rozszerzania niebedace holomorficznymi retraktami G. Wynik pana mgra
Maciaszka zawarty w czwartym rozdziale jest z pewnoscig istotnym krokiem na drodze do zro-
zumienia problemu rozszerzania dla podzbioréw E, o ktoérym — jak slusznie zauwaza doktorant
— nie wiemy obecnie wiele wiecej niz to, ze istnieja w nim pewne ,anomalie”, czyli wlasnosé
rozszerzania dla zbioréw niebedacych holomorficznymi retraktami (wynika to ze wspomnia-
nego wyzej twierdzenia Aglera-Lykovej-Younga w polaczeniu z lematem 35, tj. [Ag-Ly-You;
Lemma 15.1]).



3. OCENA ROZPRAWY

Zawarto$é merytoryczng rozprawy doktorskiej pana mgra Maciaszka oceniam bardzo wysoko.
Rozprawa dowodzi matematycznej dojrzalosci autora i wysokiej bieglosci w postugiwaniu
sie do$¢ skomplikowanymi narzedziami wielowymiarowej analizy zespolonej. Dowdd kazdego
z oméwionych wyzej wynikéw doktoranta jest dalece nietrywialny i mocno ztozony pod wzgle-
dem technicznym. Rozprawa niewgtpliwie $wiadczy o tym, ze badania prowadzone przez pana
mgra Krzysztofa Maciaszka byly dobrze przemyslane, a stawiane pytania dobrze wpisuja sie
w aktualny nurt badan. Mozna powiedzieé, ze stanowia one istotng czesé pewnego szerszego
projektu, ktorego centralnym problemem jest pytanie o to kiedy wlasnosé H™-rozszerzania
implikuje, ze dany zbiér jest holomorficznym retraktem. Jest to oczywiscie w ogdlnosci py-
tanie bardzo trudne. Mozna np. wspomnieé, jak zaznacza autor w dodatku A, Ze jedynym
ogblnym przypadkiem, gdy taks konkluzje potrafimy otrzymaé niezaleznie od wymiaru jest
twierdzenie Kosifiskiego-M¢Carthy’ego z pracy [Kos-M°C2] (Trans. Amer. Math. Soc. 2019)
— dziala ono dla relatywnie wiclomianowo wypuktych podzbioréw kuli jednostkowej B® C C™.

Docenié nalezy niewgtpliwie samodzielnoéé doktoranta — rozprawa oparta jest na trzech
jednoautorskich artykutach naukowych. Dobrze oceniam réwniez strone redakeyjng rozprawy.
Ponizej podaje liste kilku drugorzednych usterek, ktore nie rzutujg na ocene merytoryczng.

. Kilka pozycji z bibliografii nie jest cytowanych, np. [Agl-You2|, [Ale-Wer|, [Mac2].

« W niektérych miejscach brakuje dokladnej informacji skad pochodzi dane twierdzenie
czy przyklad, np. brak w tekscie rozdzialu czwartego odniesienia do pracy [Mac2];
podobna uwaga moze dotyczy¢ przykladu ze str. 11.

. Brak konsekwencji w stosowaniu skrétéw nazw czasopism, np. przy pracach [Agl-M°C2]
i [Mac2].

. Twierdzenie 25 nie jest precyzyjnie zacytowane; teza twierdzenia [Kos-McC; Thm. 6.1]
méwi, ze jezeli V' nie jest holomorficznym retraktem, to jest wykresem funkcji holo-
morficznej wzgledem dowolnego zestawu zmiennych, a nie tylko po jednej ,ewentualnej
permutacji”.

. Zamiast .skoficzona ilo$é” (funkcji, skladowych) powinno by¢: ,skoniczona liczba” (zob.
str. 91 13).

« Str. 13: ,pierscien noetherowski”.

s Str. 40: , To konczy dowdd twierdzenia 26.”

« Str. 41: literéwki przy oznaczeniach wymiaru (p = ¢ = n).

4. KONKLUZJA

Uwazam, ze przedstawiona mi do oceny rozprawa doktorska pana mgra Krzysztofa Maciaszka
zawiera oryginalne rozwigzanie problemu naukowego oraz spelnia wymagania ustawowe, opi-
sane w ustawie z dnia 20 lipca 2018 r. — Prawo o szkolnictwie wyzszym i nauce, jak i wyma-
gania zwyczajowe stawiane rozprawom doktorskim.

Z pelnym przekonaniem wnosze o dopuszczenie pana mgra Krzysztofa Ma-
ciaszka do dalszych etapéw przewodu doktorskiego. Proponuje takze, aby Komi-
sja Doktorska rozwazyla mozliwosé wyrdznienia rozprawy.
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Tomasz Kochanek



