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Recenzja rozprawy doktorskiej mgr. Krzysztofa Maciaszka
pod tytutem "Wlasnoséé rozszerzania dla podzbiorow analitycznych w
obszarach w C""

Tematyka rozprawy miesci si¢ w klasycznej Analizie Wielu Zmiennych Zespolonych,
Geometrii Analitycznej Zespolonej, Teorii Metryk i Odleglosci Niezmienniczych, a takze
zachacza o Teorie Operatorow. Motywem przewodnim jest wlasnos¢ rozszerzania funkcji
holomorficznych i ograniczonych, zdefiniowanych na analitycznych podzbiorach obszarow
w C™ na ten obszar z zachowaniem holomorficznosci i normy supremum moduhu. Doktad-
niej, oznaczmy przez H>(X) zbior wszystkich funkcji holomorficznych i ograniczonych na
zbiorze X C C", X # 0. Przez || - ||go(x) 0znaczamy norme supremum w H*(X), to
jest || fllgee(x) = sup.ex [f(z)| dla f € H>(X). Niech 2 ¢ C" bedzie obszarem ograni-
czonym, niech V C € bedzie podzbiorem analitycznym i niech f : V — C bedzie funkcja
holomorficzna. Funkcje F' : 2 — C nazywamy przedtuzeniem lub rozszerzeniem funkeji f,
gdy Fly = f. Jesli dodatkowo f € H®(V), F € H®() i ||F||ge (@) = |[f||#e=(v), to funk-
cje F' nazywamy przedtuzeniem funkcji f z zachowaniem normy. Jesli A jest podalgebra
H>(V), to méwimy, ze zbior V ma wtasnosé A-rozszerzania wzgledem 2, gdy dla dowolnej
funkeji f € A istnieje jej rozszerzenie F' € H> () z zachowaniem normy. Podstawowymi
problemami zwiazanymi z tymi pojeciami jest istnienie rozszerzenia ograniczonego danej
funkeji f € H(V) na caly obszar €, istnienia takiego rozszerzenia funkcji f z zacho-
waniem normy oraz podanie warunkéw na zbiér V oraz obszar Q dla ktorych problemy
rozszerzania i rozszerzania z zachowaniem normy maja rozwiazanie dla kazdej funkeji f z
pewnej podalgebry A algebry H> (V). Sa to problemy trudne, leza one w kregu zaintereso-
wari wielu matematykow, miedzy innymi: J. Aglera, H. Aleksandera, K. Guo, H. Huanga,
J.E. M¢Carthy’ego, L. Kosiniskiego, W. Rudina, K. Wang i W. Zwonka. Badania te odgry-
waja wazna role w Teorii Funkeji Niezmienniczych, Teorii Operatoréow, Teorii Sterowania
i w Geometrii Analitycznej Zespolone;j.

Istotny wplyw na rozw6j tego kierunku badari miala praca J. Aglera i J.E. M®Carthy’ego,
gdzie autorzy pokazali, ze w bidysku zespolonym D? posiadanie przez dany zbior V wia-
sno$ci rozszerzania jest rownowazne z tym, ze zbior V jest zbiorem von Neumanna. Zbiory
te zostaly oméwione w dodatku B rozprawy. W szczeg6lnosci pokazali, ze jesli V' # D?
i #V > 11 jest to zbior relatywnie wielomianowo wypukly, to zbior V' jest wykresem
funkeji holomorficznej f : D — D, w szezeg6lnosei jest holomorficznym retraktem. Duza

czesé pracy doktorskiej Pana Maciaszka dotyczy przeniesienia tych wynikéw na przypadek



n-wymiarowy.

Praca doktorska obejmujaca 60 stron, sklada sie z szesciu rozdzialow (w tym dwa sg
dodatkami), opatrzona jest wstepem, spisem symboli, indeksem i bibliografia. We wstepie
Autor do$é dobrze umiejscawia tematyke pracy. Wskazuje tu problemy, ktére chee rozwia-
zaé, nawigzuje do znanych wynikow i opisuje strukture pracy.

W rozdziale pierwszym omawia pojecia i ich wlasnosci potrzebne do zrozumienia dalszej
czeei pracy takie jak: pojecie zbioru analitycznego i jego wymiaru, pojecie funkcji holomor-
ficznej na podzbiorze przestrzeni C", przytacza twierdzenie Cartana o rozszerzaniu funkcji
holomorficznych na podzbiorze analitycznym obszaru pseudowypuklego i przyklad Alek-
sandera, ze twierdzenie Cartana nie zachodzi w klasie funkcji ograniczonych w bidysku.
Omawia pojecie wlasnosci A-rozszerzania zbioru V wzgledem obszaru 2 i wielomianowego
rozszerzania, gdy A = C[z1,.. ., 2], pojecie holomorficznego retraktu, H 2 (§2)-wypuklosci
zbioru V ¢ € i wielomianowej wypuklosci. Podaje tez przyklad jednowymiarowego retrak-
tu na bidysku zespolonym, ktory nie jest wielomianowo wypukly. W rozdziale tym Autor
omawia réwniez pojecie (pseudo)odleglo$ci niezmienniczych Poincarégo, Carathéodory’ego,
Kobayashiego i podstawowe ich wlasnosci oraz pojecie geodezyjnej zespolonej, funkeji eks-
tremalnej Carathéodory’ego-Picka i zbioru Carathéodory’ego (wprowadzone przez Kosin-
skiego i Zwonka). Definiuje tutaj réwniez pewng klase podrozmaitosci algebraicznych w
trzydysku zespolonym, wprowadzona przez Kosiniskiego i Zwonka w kontekscie badania
trzypunktowego problemu Picka na trzydysku zespolonym,

3 _ _ _
M, = {(21,22,23) € D” : a121 + ag2 + agz3 = 0121 + 0222 + 323},

dla a = (a1, a2,a3) € C*\ {(0,0,0)}. Problem Picka polega na rostrzygnigciu, czy przy
zadanych z,y,z € D3 oraz o, 3,7 € D istnieje funkcja holomorficzna i ograniczona na
domknietej kuli jednostkowej taka, ze F(z) = o, F(y) = 1 F(z) = 7.

W rozdziale drugim Autor koncentruje sie na badaniu zbiorow M,. Wiadomo, Ze jesli
a = (a1, a9,a3) € C3\ {(0,0,0)} i |aq| + |oa| < |agl, to zbiér M, jest biholomorficzny
2 D? i w konsekwencji jest retraktem trzydysku D®. Wobec tego Autor koncentruje si¢ na
klasie M tych rozmaito$ci M, dla ktérych zachodza tak zwane nieréwnosci trojkata:

lon| < |ag| + |as|, |az| < |aa] + ||, |as| < [aa| + |azl.

Wiadomo bylo, ze zbiory M, dla ktérych zachodzi nieréwno$é trojkata sa stabilne wzgle-
dem dziatania automorfizméw na trzydysku, to znaczy, dla kazdego zbioru M, € M i
automorfizmu m trzydysku D3, zachodzi m(M,) € M. Pan Maciaszek rozszerza ten fakt
w twierdzeniu 17:

Twierdzenie 17. Jesli My, Mz € M, to istnieje automorfizm m trzydysku D3, taki ze
zachodzi m(My) = Mpg.

Dowod tego twierdzenia jest elementarny, lecz dosé techniczny. Twierdzenie 17 sprowadza
badanie, czy zbiory rodziny M maja wlasnosé rozszerzania do jednego takiego zbioru.
Kolejnym wynikiem w tym rozdziale jest



Twierdzenie 21. Rodzina M jest tozsama z rodzing zbioréw jedynosci dla ekstremalnych
niezdegenerowanych, $cisle tréjwymiarowych 3-punktowych probleméw Picka w D3,

Dowod tego twierdzenia jest elementarny i bardzo techniczny, a czesc zmudnych obliczen
na koricu dowodu zostalo przeprowadzone przy pomocy komputera. W stwierdzeniu 22, na
koricu rozdziatu drugiego, Autor opisuje brzegi Szylowa rozmaitosci My € M.

Rozdzial trzeci rozprawy po$wiecony jest dowodowi nastepujacego twierdzenia.

Twierdzenie 26. Niech n > 3. Zatézmy, ze zbiorV C D™ jest jednowymiarowy, algebraicz-
ny, oraz posiada wtasnosé wielomianowego rozszerzania. Wowczas V jest holomorficznym

retraktem.

Wynik ten jest uzupelnieniem pewnych wynikow K. Guo, H. Huanga, K. Wanga, L. Ko-
siiskiego i J.R. M¢Carthy’ego na przypadek, gdy zbior V jest jednowymiarowy. Dowod
tego twierdzenia jest dos¢ skomplikowany i nielatwy. Opiera sie on na twierdzeniu Heatha
i Suffridge’a o postaci holomorficznego retraktu w D" oraz na serii lematow dotyczacych
postaci jednowymiarowego zbioru algebraicznego posiadajacego wlasnosc wielomianowe-
go rozszerzania. Kluczowym jest lemat 30 mowiacy o tym, ze jednowymiarowy podzbior
algebraiczny w D" posiadajacy wlasno$¢ rozszerzania, lokalnie jest wykresem funkeji holo-

morficznej.

Niech
Rir = {A € Max2(C): A= AT, I — AA* > 0},

gdzie Myyo(C) jest przestrzenia macierzy 2x 2 o wspolezynnikach zespolonych, a I jest ma-
cierza jednostkowa w Maxa(C). Jest to szczegolny przypadek dla n = 2 jednego z czterech
typow obszaréw oznaczanych Ry(m,n), Ryr(n), Rizr(n), Riv(n), gdzie n # 16,27, takich
ze dowolny nierozkladalny, symetryczny i ograniczony obszar w C* jest biholomorficznie
réwnowazny jednemu z nich (w myél twierdzenie Cartana). Gtownym wynikiem rozdziatu
czwartego jest nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 36. Zalézmy, ze V jest algebraicznym podzbiorem Ri; majgcym wtasnodé

wielomianowego rozszerzania. Wtedy V' jest holomorficznym retraktem.

Jest to ciekawy i nietrywialny wynik. Dowod tego twierdzenia sprowadza si¢ do pokaza-
nia ze zbior V zawiera pare zbalansowana (lub infinitezymalnie zbalansowana). W mysl
lematu 38, jesli V jest zbiorem relatywnie wielomianowo wypuklym, majacym wlasnos¢
wielomianowego rozszerzania i zawiera pare zbalansowang, to zawiera dysk analityczny.
Ten fakt i lemat 40 L. Kosiriskiego i J.R. M®Carthy’ego o istnieniu pary zbalansowanej,
pozwalaja udowodnié lemat 39 o postaci przecigcia zbioru algebraicznego V' ze zbiorem
{z12 = 0}. Waznym jest rowniez lemat 41 o istnieniu geodezyjnej dla dowolnych dwoéch
punktow z,y € V, w szczegblnodei albo dim V' = 2 albo zbior V' sklada sig z jednej geode-
zyinej. To daje teze twierdzenia 36 w przypadku dim V = 1. W przypaku gdy dimV = 2 i
zbior zawiera pare zbalansowana (odpowiednio infinitezymalnie zbalansowang), lokalnie w

otoczeniu zera zbior V' mozna przedstawi¢ jako wykres

{ (2 ax + ij‘(x»y)> } ’



gdzie f(x,y) = O(||(z,y)||*) oraz || < 1. Dalej Autor pokazuje, ze zbior V' jest retraktem,
gdy |a| = 1, a przypadek |a| < 1 jest niemozliwy. Na koricu pokazuje, Ze w dowolnie matym

otoczeniu zera istnieja w zbiorze V pary zbalansowane.

W dodatku A Doktorant przytacza wyniki L. Kosiriskiego i J.R. MCarthy’ego doty-
czace konsekwencji wlasnosci rozszerzania zbiorow w innych obszarach. Pozwala to lepiej

umiejscowi¢ wyniki Doktoranta w $wietle badari prowadzonych przez innych autoréw.

Omoéwione powyzej wyniki s ciekawe, nowe, wpisujace si¢ w aktualnie prowadzone
badania naukowe, a ich dowody wymagaly w wielu miejscach nietatwych i bardzo sub-
telnych rozwazarn. Autor rozwiazal w nich istotne problemy dotyczace zwiazkow migdzy
wlasnogciami rozszerzania zbioréw i retraktow holomorficznych. Wstep dobrze umiejscawia
i motywuje podjete rozwazania. Z wszystkimi problemami Autor poradzil sobie bardzo do-
brze. Dowody sa doéé techniczne, lecz zrozumiale. Pomagaja w tym liczne komentarze do
glownych tez pracy i przyklady.

Praca w kilku cze$ciach ma charakter dosé¢ techniczny, sprawdzenie jej wymagalo diu-

giego czasu. Zawiera ona pewne drobne bledy zecerskie i niedociagniecia, na przyklad:
e W stwierdzeniu 8 pojawia si¢ V', ktore nie jest wezesniej okreslone;

e Na stronie 19 zapowiadane jest: W Twierdzeniu 26 rozszerzymy ...", a jak si¢ wydaje,

powinno by¢ “W twierdzeniu 17 rozszerzymy ...”;
e W wyréznionym wzorze na stronie 31 powinno by¢ suppe F' = zamiast suppz =;

e Na stronie 40 dowod twierdzenia 26 koriczy sie stwierdzeniem “To konczy dowod
Twierdzenia 34.”,

e W definicjach obszaréw Rj;(n) oraz Ryrr(n) mozna byto wyjasni¢, co oznacza A > 0
dla macierzy kwadratowej A;

e W pracy wystepuja drobne bledy zecerskie, ktérych nie wypisuje, bo sa tatwe do
poprawienia;

e Brak streszczenia w jezyku angielskim nie ulatwiaja lektury pracy, zwlaszcza ze lite-
ratura dotyczaca tematyki pracy jest na ogél napisana w jezyku angielskim;

e Szkoda, ze Autor nie odnosi sie w rozdziale pierwszym do monografii S. Lojasiewicza
oraz monografii M. Jarnickiego i P. Pfluga, podczas gdy dokladnie cytuje odpowiednie
twierdzenia z ksiazki E.M. Chirki.

Podsumowujac, tematyka pracy doktorskiej Pana Krzysztofa Maciaszka sytuuje sie
w klasycznej Analizie Wielu Zmiennych Zespolonych, Geometrii Analitycznej Zespolonej,
Teorii Metryk i Odleglosci Niezmienniczych, a dotyczy przede wszystkim zwiazkéw miedzy
wlasnodciami rozszerzania zbiorow i retraktow holomorficznych. Wstep dosé dobrze wyja-
$nia jej geneze. Wszystkie dowody wymagaly duzej biegtosci rachunkowej i pomystowosci.
Lektura pracy pozwala wnioskowad, ze Autor posiada gruntowna wiedze i dobra orientacje
w zakresie prowadzonych badan. Wida¢ réwniez jego duza samodzielno$¢ w prowadzo-
nych badaniach naukowych. Wyniki uzyskane w pracy oraz ich rozwigzania sa oryginalne,

wzbogacaja one stan obecnej wiedzy w zakresie rozszerzania zbiorow, zostaly opatrzone



wyczerpujacymi komentarzami i przykladami. Rzucaja one nowe $wiatlo na zagadnienia

dotyczace rozszerzen zbiorow.

Stwierdzam, ze recenzowana praca Pana Krzysztofa Maciaszka spelnia wy-
mogi ustawowe stawiane rozprawom doktorskim. Wnoszg o jej przyjecie i do-
puszczenie Pana mgr Krzysztofa Maciaszka do dalszych etapow przewodu dok-

torskiego.
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