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KONKLUZJA

Przedlozona rozprawa spetnia wymagania formalne i zwyczajowe stawiane rozprawom
doktorskim i wnioskuje o dopuszczenie mgr. RAFALA MUCHORSKIEGO do dalszych
etapow przewodu doktorskiego.

UZASADNIENIE

1. Wstep i najwazniejsze wyniki
Rozprawa doktorska mgr. RAFALA MUCHORSKIEGO miesci si¢ w kategorii metod ob-
liczeniowych matematyki finansowej i dotyczy numerycznej wyceny opcji koszykowych
typu europejskiego. Sg one postaci

(w18 +wpSP + -+ wnSP — K)7, (1)

gdzie St(i) jest ceng i-tego aktywu w chwili ¢, 0 < ¢ < T, liczba w; odpowiadajaca
jemu waga, a K cena wykonania. Poniewaz zaklada sie, ze ceny aktywow sg procesami
losowymi, wycena opcji sprowadza si¢ do obliczenia n-wymiarowej catki oznaczone]
wzgledem gestosci g odpowiadajacej przyjetemu modelowi stochastycznemu, czyli

[ @+art 42— K)o, a0 dz - dan 2)

Wiadomo, ze numeryczna aproksymacja calki (2) jest w ogélnosci zadaniem bardzo
trudnym obliczeniowo, zwlaszcza dla duzych wymiaréw n, czego wyrazem jest wyste-
pujace czesto zjawisko przekleristwa wymiaru polegajace na tym, ze zlozonos¢ algo-
rytmu aproksymujacego catke z zadang doktadnoscig ro$nie wyktadniczo szybko wraz
ze wzrostem n. To zjawisko dotyka réwniez niektérych instrumentéw finansowych. Dok-
torant unika go zakltadajac realistycznie, ze koszyk sktada si¢ jedynie z kilku aktywow.
(W testach numerycznych n = 6.) Dzigki temu mozliwe jest, oprécz innych metod,
zastosowanie kwadratur opartych na siatkach jednostajnych.

Inny znany problem przy obliczaniu (2) wynika z faktu, ze funkcja podcatkowa jest
tylko ciggla, a pierwsza pochodna ma pewne osobliwosci, przez co wyniki teoretyczne




dotyczace numerycznego catkowania funkeji gtadkich, np. typu C¥, nie majg formal-
nego zastosowania. Ten problem doktorant rozwiazuje w nastepujacy sposéb. Zakla-
dajac model Blacka-Scholes’a, catka (2) zostaje przez odpowiednig zamiane zmiennych
sprowadzona do postaci

ﬁ /R G(Z)e %4z,  Z=(z,...,a), )

gdzie
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Tr(20,Z) = Up 020+ 1y Uk,i2i, 1 < k < n. (Tu funkcja podcatkowa zalezy od przyjetych
parametréw modelu i zastosowanej zamiany zmiennych.) Okazuje sie, ze przy pewnych
zatozeniach funkcja G jest juz klasy C® co sprawia, ze calke (3) mozna efektywnie
aproksymowac z odpowiednio matym btedem przy pomocy kwadratur typu parabol na
odpowiednio dobranej siatce jednostajnej.

Gtéwne wyniki doktoranta zaprezentowane w rozprawie polegajg na opracowaniu orygi-
nalnego, deterministycznego algorytmu numerycznego, zwanego przez autora schema-
tem adaptacyjnym, dla aproksymacji caltek typu (3) oraz jego doglebnej analizie teore-
tycznej, w tym analizie bledu, z silnym uwzglednieniem specyfiki problemu, czyli ogdl-
nych wtasnosci funkcji przynaleznych postawionemu problemowi finansowemu. Naj-
wazniejszy wynik, twierdzenie 1 na str. 40, pokazuje Sciste ograniczenie gérne na btad
opracowanego schematu oraz jego zbiezno$¢ przy odpowiednio dobranej siatce adap-
tacyjnej. Autor dokonuje réwniez skomplikowanej optymalizacji parametréw siatki i
dobiera zamiane zmiennych tak, aby dla danej funkcji podcatkowej oszacowanie btedu
otrzymanego schematu adaptacyjnego bylo mozliwie najmniejsze.

Zaprezentowany schemat jest zastosowany do konkretnego modelu stochastycznego dla
opcji koszykowych. Silnie rozbudowana cze$é¢ dotyczaca eksperymetéw numerycznych,
gdzie schemat adaptacyjny poréwnany jest z dwoma wariantami metod typu Monte
Carlo i quasi-Monte Carlo, pokazuje jego praktyczng stosowalnosé.

2. Streszczenie zawartosci rozprawy

Rozprawa napisana jest w jezyku angielskim. Liczy 131 stron, na ktére sktadaja sie dzie-
wie¢ rozdziatéw i dwa dodatki oraz bibiografia. Rozdziat 1 to rozbudowany wstep, w
ktérym autor definiuje opcje koszykowe, wylicza proponowane wczesniej odpowiadajace
im modele stochastyczne oraz metody numeryczne dla catek wielowymiarowych. Roz-
dzial konczy podsumowanie najwazniejszych wynikéw rozprawy, wspomnianych wcze-
" $niej.

W rozdziale 2 opisano przyjety w pracy model rynku finansowego oraz dynamiki cen
opcji koszykowych. Jest to nieco zmodyfikowany, znany wczesniej model LMVMD,
gdzie losowo wybrany parametr dyfuzji jest ten sam dla wszystkich N sktadowych
proceséw. Rozwazania teoretyczne prowadza do istotnych dla dalszych rozwazan formut
na cene koszyka. Tu tez zdefiniowano wazna klase funkcji Ap,, zawierajaca m.in. funkcje
podcatkowe wystepujace w w/w formutach.



Rozdzialy 3-5 po$wiecone sg bezposrednio konstrukeji i analizie btedu zaproponowa-
nego przez doktoranta schematu adaptacyjnego, nazwanego AS(f,U,II,d), dla cal-
kowania funkcji z klasy Ap,, a wiec takze dla wyceny opcji koszykowych. Schemat
jest wyznaczony przez funkcje podcatkowa f € Ap,, macierz U € R™*(+1) definiu-
jaca zamiane zmiennych, siatke jednostajng II bedacg iloczynem kartezjanskim siatek
jednowymiarowych, oraz dodatkowy parametry d € (0,1)"+. Rozdzial 4 zawiera $ciste
definicje schematu i bledu adaptacyjnego. Poprzedzaja one bezposrednio najwazniejszy
wynik, twierdzenie 1, na temat zbieznosci i btedu schematu. W dowodzie wykorzystano
m.in. fakty wykazane w poprzedzajacym rozdziale 3 majacym pomocniczy charakter.
Formuta na btad adaptacyjny E(f,U,II, d) z definicji 8 jest podstawa do jego optymali-
zacji w rozdziale 5, ale przy zawezeniu klasy do realistycznych funkeji bedacych wazona
sumg funkcji wyktadniczych, podobnie do (3)-(4). Ze wzgledu na mocne skomplikowa-
nie formuty na blad, optymalizacja jest wykonana dla ustalonej wartosci parametru d,
a 1 wtedy mozliwa jest jedynie niepelna optymalizacja ze wzgledu na macierz U i siatke
I1, a jej wynik podany czesciowo w niejawnej, chociaz numerycznie obliczalnej, postaci.
Rozdzialy 61 7 pokazuja, jak ogélniejsza teoria numerycznego catkowania z poprzednich
rozdzialéw stosuje sie do konkretnego modelu wyceny opcji koszykowych z rozdziatu
2, osobno dla N = 1i N > 2. Tu wyjasnia sie, w szczegélnosci, jak poradzi¢ sobie
z obliczaniem wartosci funkcji podcatkowej z (4) (dzieki tzw. trikowi Jamshidiana).
Natomiast rozdzial 8 poswiecony jest sposobom dostosowania parametréw przyjetego
modelu, aby odzwierciedlal rzeczywiste zachowania rynku.

Ostatni rozdziat 9 zawiera wyniki bogatych testéw numerycznych przeprowadzonych na
koszyku 6 aktywow, przy zmieniajacych sie¢ parametrach modelu. Wyniki dla skonstru-
owanego schematu sg poréwnane z jednym z wariantéw (niedeterministycznej) metody
Monte Carlo z redukcjg wariancji oraz z (deterministyczna) metoda quasi-Monte Carlo
wykorzystujaca punkty Sobola. W kazdym tescie wyliczany jest m.in. btad schematu
adaptacyjnego.

3. Uwagi

Rozprawa doktorska mgr. RAFALA MUCHORSKIEGO zawiera bogaty material zar6wno
teoretyczny jak i eksperymentalny. Autor z rowna swoboda operuje narzedziami ma-
tematyki finansowej jak i matematyki obliczeniowej. Godna podziwu jest sprawnosé
rachunkowa oraz sposéb w jaki autor porusza si¢ w gaszczu formut, ktore sg nierzadko
otrzymywane w wyniki zmudnych, czasem nawet trudnych do Sledzenia obliczeri. (Od-
nosi sie wrazenie, ze doktorant wrecz lubuje sie w tego typu obliczeniach.) Z drugiej
strony, bez wnikliwej analizy tekstu nie zawsze jasne jest dlaczego niektére pokazy-
wane fakty sa wazne i gdzie sa wykorzystywane. To powoduje, ze czytelnik moze mieé¢
w pewnych miejscach trudnosci z podazaniem za tokiem myslenia autora. Na przyktad,
wyjasnienie w jaki spos6b oblicza sie numerycznie funkcje podcatkowa (4), o co spyta
kazdy numeryk czytajac wstep do rozprawy, jest “ukryte” w rozdziale 6.

Z punktu widzenia czytelnika narzuca si¢ pytanie, czy to wszystko musi by¢ az tak
skomplikowane. Tak czy inaczej, owe skomplikowane rozwazania prowadzg do kon-
kluzywnych wynikéw. Konicowym efektem jest bowiem implementowalny numeryczny
schemat adaptacyjny wyceny opcji koszykowych wraz ze Scistym, deterministycznym



ograniczeniem jego bledu. Mozliwo$¢ policzenia “malego” przedzialu, w ktérym znaj-
duje si¢ doktadne rozwigzanie stanowi moim zdaniem najistotniejszg wartoé¢ dodang.
Takie oszacowania zwykle nie sg osiagalne dla tradycyjnych metod numerycznego cal-
kowania w wielu wymiarach.

Skonstruowany schemat ma tez pewne wady. Jak sam autor przyznaje, jego stoso-
walno$¢ ogranicza sie¢ do kilku wymiaréw, poniewaz uzywa siatki jednostajnej. Jako
numeryk, chetnie zobaczytbym nie tylko dowdd zbieznosei schematu, ale tez jaka jest
szybkos¢ zbieznosci. Wobec tego, ze uzyta kwadratura jest w jednym wymiarze rzedu
3, wydaje sie, ze zbiezno$¢ dla koszyka 6 aktywow jest nie lepsza niz (1/N)°%€, gdzie N
oznacza tu liczbe punktéw siatki, co potwierdzajg przeprowadzone testy poréwnawcze
z MC z QMC. Dla wiekszej liczby, powiedzmy 10 aktywéw, QMC moglaby juz dawaé
istotnie lepsze wyniki, bo btad schematu adaptacyjnego bytby prawdopodobnie jedynie
rzedu (1/N)'/3. Jednak tego nie wiemy na pewno, bo takich testéw nie przeprowadzono.

Warto réwniez zwréci¢ uwage na zlozono$¢ zaproponowanego schematu. Mierzona
liczba punktéw siatki, jest ona (dla 6 aktywdéw) poréwnywalna z innymi metodami.
Ale nie nalezy zapomina¢ o koszcie wstepnym zwigzanym ze skomplikowang optyma-
lizacjg parametréw. Autor nie porusza tej kwestii, ani nie podaje rzeczywistego czasu
wykonania programu implementujacego schemat.

Te uwagi krytyczne majg jednak mniejsze znaczenie, jeli przyjmiemy, ze celem nad-
rzednym jest posiadanie implementowalnej metody wyceny opcji koszykowej z co naj-
wyzej kilkoma aktywami wraz z sensowym oszacowaniem bledu. A te cele schemat ad-
aptacyjny niewatpliwie spelnia. Biorac to pod uwage, jak réwniez wykazang i wezesniej
wspomniang wysokg matematyczng erudycje doktoranta, wnioskuje jak na poczatku
tej recenzji.

Inne uwagi:

e We wstepie troche zabrakto mi wspomnienia o metodach numerycznych zwanych
lattice rules

e Zalozenie o monotonicznosci wydaje sie niewystarczajace do tego by przedziat
Ap(f) w (2.49) byt dobrze zdefiniowany.

e W rozprawie pisanej w jezyku angielskim zwyczajowo umieszcza sie dodatkowo
streszczenie po polsku, czego w niniejszej rozprawie brakuje.

e W bibliografii pozycje umieszczone sg w porzadku chronologicznym, a nie w
znacznie czesciej uzywanym porzadku alfabetycznym, co troche utrudnia wy-
szukiwanie prac po nazwiskach autorow.

e Autor nie ustrzegl sie usterek redakcyjnych. Np., zwraca uwage do$é nonsza-
lanckie (nie)stosowanie znakéw interpunkcyjnych, zwlaszcza we wzorach mate-
matycznych.

e Wybrane detale:

1. str. 11, formula (1.6): O(x=5) jest tozsame z O(%).



. str. 12, formuta (1.10): brakuje (—W przed catky.

. str. 12, -15: Nalezatoby powiedzie¢, ze U = (u;x); poza tym U jest formatu

n X (r+1), anie n X n.

. str. 12, formuta (1.12): G(Z), a nie G(zo, 7).

5. str. 12, -9: tu warto dodaé o jaka gtadkos¢ chodzi.

10.

11.

12
13.
14.

15.
16.
17.
18.

19.
20.
21.
22.
23.
24.
25.
26.
27.

str. 12, -7: formalnie kwadratury mogg by¢ stosowane takze gdy funkcja
podcatkowa nie jest gtadka.

str. 12, -4: To zdanie jest grubo na wyrost. W rozprawie mowa tylko o
zbieznodci, nie ma nic o szybkosci zbieznosci.

str. 13, +2: W (1.12) catkujemy po Z, a nie po zo.
str. 17, +14: Nalezy usung¢ “an”

str 23, Definition 5: Notacja Ap(f) i Ap, jest troche niefortunna, bo Ap(f)
oznacza liczbe, a Ap, zbiér funkcji, czyli zupeinie inne obiekty.

str. 32, formuta (4.5): Powinno by¢

V
=

/ e P Hyyi(2) dz = —e " PHy(z), &

str. 33, +11: “Now”
str. 35, formuta (4.24): Nalezy usuna¢ argument f w definicjach 71 i 73.

str. 35, formuta (4.26): Wewnetrzne max mozna uprosci¢ do

exp (%(zgm - Zgi))

str. 35, -7: “it holds”
str. 35, -5: “the case”
str. 37, +8: “In what follows ... rule @(:) to many dimensions.”

str. 37, -4: Uzyta tu nazwa “subgrid” jest troche niefortunna, gdyz zwykle
oznacza ona podzbiér wiekszej siatki.

str. 39, -13: W jakim sensie i dlaczego wagi sa wypukle?

str. 39, -3: “The quartet”

str. 40, -14: Lepiej napisaé fy(y) = f(Uy), bo z jest liczbg w (4.62).
str. 40, -13: “it holds”

str. 40, -5: “defined as”

str. 41, -8: “than the corresponding”

str. 42, +3: Nalezy usungé pierwsze “we have”.

str. 43, -11: “of the assertion”

str. 46, +10: Powinno byé¢ AS(f, U, 11, d)
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28.
29.
30.
31.

32.
33.
34.
35.
36.
37.
38.
39.

str.
str.
str.

str.

52, +7: Powinno by¢ (5.36) zamiast (5.49)
63, -10: Nalezy usunaé drugie “once more”
64, +12: Przecinek zamiast kropki na koncu linii.

65, +8: Notacja 7(K,T; AS) w potaczeniu z m(K,T) jest troche niefor-

tunna.

str.
str.
str.
str.
str.
str.
str.

str.

65, +-8: Na koncu linii powinno byé n(K,T) zamiast w(A4, K).
66, -5: Lepiej usungé¢ “in respect to the variable z”.

67, formuta (6.22): Indeksy ¢ powinny by¢ zastgpione przez m.
67, -7: “was used to decompose”

71, +4: Nalezy usunaé pierwsze “mixture”.

82, -7: “plain vanilla”

91, -9: “control variates”

98, +5: Nalezy usunaé “a”.



