STRESZCZENIE ROZPRAWY
MEDIAL AXIS AND SINGULARITIES

ADAM BIALOZYT

Przedmiotem rozprawy doktorskiej sa badania nad szkieletem zbioru domknietego na
gruncie teorii osobliwosei. Szkielet zbioru domknietego X, oznaczany przez My, definio-
wany jest jako ogdt punktéw przestrzeni, dla ktérych istnieje wiecej niz jeden najblizszy
element X. Symbolicznie Mx = {a € R"| #m(a) > 1}, gdzie m(a) oznacza zbiér
punktéw najblizszych w X do a.

Poczatki pojecia szkieletu siegajg potowy XX wieku. Herbert Federer we wpltywowej
pracy [Fed59] badal zbiory wykazujace wiasnosci wspdlne dla zbioréw wypuklych i réz-
niczkowalnych rozmaitoéci. Bez definiowania szkieletu per se wyréznil de facto klase
zbioréw roztacznych z domknieciem swojego szkieletu. Dla tych, nazwanych prawie
wypuktymi, zbioréw skonstruowatl nastepnie miary geometryczne oraz udowodnil szereg
twierdzed m.in. formule Steinera opisujaca miare sumy Minkowskiego X + B(0,7).

Prawdziwym ojcem szkieletéw nalezy jednak nazwaé Henry’ego Bluma. W [Blu67]
zwrécit on uwage, iz zbiér ktérego skrupulatnie unika Federer jest pelnym deskrypto-
rem ksztaltu. Otworzylo to droge szkieletom do zastosowan w dziedzinie analizy ob-
razu, a w konsekwencji tez w robotyce, tomografii komputerowej i innych. Zaskakujaco
jednak, pomimo licznych zastosowarl, matematyczna teoria szkieletéw wciaz czeka na
kompleksowy opis. Nomenklatura teorii jest wyjatkowo niespdjna - juz sam szkielet wy-
stepuje w jezyku angielskim pod wieloma nazwami - Medial Axis, Skeleton, Cut Locus,
oraz mylnie Central Set. Motywacja zastosowaniami natomiast najczesciej ogranicza
wyniki do rezultatéw dotyczacych szkieletéw podzbioréw ptaszczyzny lub zbiordw kowy-
miaru jeden.

Zwiazek miedzy szkieletami a teorig osobliwosci, cho¢ zdawalby sie naturalnym patrzac
na Federerowski rodowdd, stal sie gtéwnym tematem badan dopiero w pracy Lva Birbra-
ira 1 Macieja Denkowskiego [BD17b; BD17a]. W owej pracy autorzy przedstawili prze-
konujaca wizje znajdywania osobliwosci zbioru poprzez badanie jego szkieletu. W sytu-
acji zawezonej do plaszczyzny euklidesowej zdotali w pelni scharakteryzowaé metrycznie
przeciecie X N My. Ustanowili takze szereg narzedzi stuzacych badaniu odlegloéci szkie-
letu od punktéw zbioru.

Dysertacja koncentruje sie na adaptacji teorii szkieletéw do podzbioréw przestrzeni
euklidesowych dowolnego wymiaru definiowalnych w strukturach o-minimalnych. Jed-
nym z pierwszych waznych wynikéw jest opis stozka stycznego szkieletu za pomoca mul-
tifunkeji punktéw najblizszych. Dla a € Mx mamy My, C CoMx. Rezultat ten
nawiazuje do analogicznych twierdzen teorii zbioréw konfliktowych uzyskanych przez
Lva Birbraira i Dirka Siersmy [BS09]. Pomimo tudzacych podobienstw miedzy szkie-
letem a zbiorem konfliktowym dowdd Birbraira i Siersmy nie jest mozliwy do przeniesie-
nia na opisywany w dysertacji grunt. Zmuszeni jesteSmy wobec tego do wypracowania
nowych metod operowania na szkieletach.

Konsekwencje wynikéw dotyczacych stozkow stycznych dotykaja teorii wymiaru. W dru-
gim rozdziale rezultatéw opisujemy bowiem wymiar szkieletu za pomoca wymiaru zbioru
najblizszych punktéw. Jest to pewnego rodzaju odpowiednik znanego z zespolonej geo-
metrii analitycznej twierdzenia Remmerta o rzedzie wzbogacony o charakterystyczng dla
szkieletéw subtelno$é. Okazuje sie, ze wymiar szkieletu w punkcie a zalezy nie tylko
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od punktéw najblizszych do a, ale réwniez od wymiaréw m(b) dla b w pewnym otocze-
niu a. Dla dowolnego zbioru domknietego X C R™ oraz punktu a € Mx zachodzi réw-
nos¢ dim, Mx + min{dimm(b){b € U, U — otoczenie a} = n — 1. Naturalnie z- wersji
lokalnej otrzymujemy globalny opis wymiaru szkieletu zbioru domknietego. Dla dowol-
nego domknietego X C R™ mamy dim Mx+min{dimm(a)|a € Mx} = n—1. Tym samym
rozwigzujemy w o-minimalnej geometrii hipotezy stawiane wczesniej przez Erdosa [Erd45;
Erd46] oraz Denkowskiego [Denll].

Kolejnym obiektem badanym w dysertacji jest promieri osiggalnosci 7(a) - odpowiednik
promienia krzywizny dla zbioréw z osobliwodciami. Promien definiowany w pracy bazuje
na ideach Birbraira i Denkowskiego z [BD17b], odwraca jednak kolejnoéé brania granic.
Za jego pomocy charakteryzujemy punkty skraju szkieletu. Dla dowolnego punktu a € R™
mamy a € Mx\Myx wtedy i tylko wtedy gdy #(a) < d(a,X) oraz #m(a) = 1. Charak-
teryzacja ta jest daleko idacym wzmocnieniem wynikéw Tatsuyi Miury [Miul6]. Jest
to wynik tez o tyle wyrdzniajacy sie w pracy, ze nie wymaga zakladania o-minimalnosci
struktury w ktorej definiowalny jest zbidér. Kolejnym dokonaniem wprowadzonego pro-
mienia jest znaczne uproszczenie oryginalnych definicji Birbraira i Denkowskiego, oraz
wykazanie ich ciaglodci na %2-gtadkiej czeséi zbioru. Ostatecznie korzystajac z uzyska-
nych wynikdéw pokazujemy, ze kolejno$é brania granic w definicji Birbaira i Denkowskiego
nie zmienia koncowej wartosci promienia osiagalnosci.

Ostatnim tematem poruszanym w pracy jest zagadnienie czesci wspolnej zbioru oraz
domkniecia jego szkieletu. Mozemy ograniczyé sie w tym zakresie do badania jedynie
%*-osobliwej czesci zbioru. Zgodnie bowiem z wynikami Nasha [Nasb2] szkielet jest
odseparowany od %?-gtadkiej czeéci zbioru. Zagadnienie rozwazamy zatem w natural-
nym podziale na czesé¢ €*-gladka i €*-osobliwa. W pierwszym przypadku uzyskujemy
uogdlniong wersje twierdzenia z [BD17b]. Niestety wielowymiarowy przypadek okazuje sie
subtelniejszy niz podzbiory ptaszczyzny i nadkwadratowos¢ - narzedzie stosowane przez Bir-
braira i Denkowskiego - przestaje by¢ warunkiem koniecznym do wychwytywania zblizajacego
sie szkieletu (pozostaje jednak warunkiem wystarczajacym). W kwestii czedci € *-osobliwej
uzyskujemy dwie serie wynikéw. Z jednej strony wzmacniamy pochodzace od Birbra-
ira i Denkowskiego kryterium niewypulego stozka stycznego. Dla dowolnego punktua € X,
dla ktérego C, X ¢ liminf,_,, CoX, mamy a € Mx. Z drugiej generalizujemy wyniki Jana
Rataja i Ludka Zajicka [RZ16]. Dla dowolnego punktu €*-osobliwego punktu a € X, dla
ktorego istnieje dim, X -wymiarowa podrozmaitos¢ topologiczna I' C X zawierajaca punkt a,
mamy a € _]\E
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