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Rozprawa, w caªo±ci napisana po angielsku, jest po±wi�econa badaniu geometrycz-
nych wªasno±ci szkieletu (ang. medial axis) zbioru domkni�etego X, oraz innych sto-
warzyszonych z tym poj�eciem zbiorów i funkcji. Autor szczególn�a uwag�e po±wi�eciª
punktom osobliwym tych obiektów w przypadku gdy zbiór X jest de�niowalny w
pewnej o-mimimalnej strukturze.

Szkielet MX zbioru domkni�etego X ⊂ Rn jest zbiorem tych punktów a ∈ Rn dla
których istniej�a co najmniej dwa punkty w zbiorze X których odlegªo±¢ od punktu
a jest równa d(a,X). Zbiór ten jest w naturalny sposób stowarzyszony ze zbiorem
X, a opis jego wªasno±ci pozwala charakteryzowa¢ wa»ne geometryczne wªasno±ci
zbioru X. Dlatego badania szkieletów ró»nych klas zbiorów byªy prowadzone od
dawna przez liczne grono matematyków. Niektóre wa»ne wyniki uzyskane dzi�eki
tym badaniom zostaªy dokªadnie przedstawione i omówione w rozprawie.

W pracy opisano szczegóªowo przykªad (zaprezentowany przez Fremlina w 1997
roku) zbioru X, którego szkielet jest g�esty w otwartym kole. Przykªad ten wskazuje
na potrzeb�e dodatkowych zaªo»e« o zbiorze X. Dlatego rozprawa jest po±wi�econa
gªównie przypadkowi, gdy zbiór X jest de�niowalny. Szkielet MX jest wtedy te» de-
�niowalny, co pozwala na badanie jego wªasno±ci z u»yciem zaawansowanych metod
geometrii analitycznej.

Mo»na te» wtedy zde�niowa¢ takie kolejne wa»ne poj�ecia i funkcje wielowarto-
±ciowe jak: funkcja m : Rn → 2X , funkcj�e r : X → R (ang. reaching radius),
ṙ : X → R (ang. temporarily reaching radius) i inne. Poj�ecia te pozwalaj�a sformu-
ªowa¢ najwa»niejsze twierdzenia przedstawione w rozprawie:

• Twierdzenie 4.6. Je»eli zbiór X ⊂ Rn jest de�niowalny oraz 0 ∈ MX , to
Mm(0) ⊂ C0MX . Przestawiono te» przykªad, gdy to zawieranie jest istotne.

• Twierdzenie 4.8. Podano w nim warunki wystarczaj�ace do tego, »eby zbiory
wyst�epuj�ace w powy»szym twierdzeniu twierdzeniu by równe.

• Twierdzenie 4.20. Niech D b�edzie cylindrycznym komórkowym de�niowalnym
rozkªadem przestrzeni Rn × Rn zgodnym z wykresem funkcji m|MX . Je»eli
x0 ∈MX nale»y do wn�etrza MX wzgl�edem D, to

dimx0 MX + dimm(x0) = n− 1.

• Twierdzenie 4.37. Dla ka»dego punktu a ∈ X zachodzi równo±¢ ṙ(a) = r(a).



• Twierdzenie 4.57. Niech Γ ⊂ Rn b�edzie domkni�et�a k-wymiarow�a topologiczn�a
rozmaito±ci�a. Je»eliG ⊂ Rn jest takim k-wymiarowym de�niowalnym zbiorem
»e Γ ⊂ G, to

Γ ∩MΓ ⊂ G ∩MG.

Dowody tych twierdze«, i wypªywaj�acych z nich wniosków, wymagaªy dobrego opa-
nowania zaawansowanych technik stosowanych w tej dziedzinie. ��aczyªy one ró»-
norodne geometryczne argumenty, z metodami teorii struktur o-minimalnych. Po-
dobaªo mi si�e te», »e autor przedstawiª liczne przykªady i kontrprzykªady wraz z
przejrzystymi ilustracjami. Ukªad pracy jest dobrze przemy±lany. Autor wªo»yª
du»o wysiªku aby przedstawi¢ czytelnie wiele technicznie trudnych detali dowodów.

Zauwa»yªem tylko kilka drobnych usterek redakcyjnych. Inne uwagi przedsta-
wiam poni»ej:

• str. 18. Stwierdzono tam, o ile dobrze rozumiem, »e je»eli X jest domkni�etym
niepustym podzbiorem przestrzeni metrycznej, to dla dowolnego punktu a za-
chodzi równo±¢ inf{d(a, x) |x ∈ X} = min{d(a, x) |x ∈ X}. Oczywi±cie tak
jest gdy X ⊂ Rn, ale nie w dowolnej przestrzeni metrycznej.

• Twierdzenie 3.24. Nie jest dla mnie jasne, czy liczba r tam zde�niowana jest
zawsze dodatnia, czy mo»e nale»aªo to zaªo»y¢.

• Twierdzenie 3.25. Przypuszczam »e nale»y tam zaªo»y¢, »e zbiór X jest de�-
niowalny, jak w poprzedzaj�acych twierdzeniach.

• Na str. 27 liczba reach(X) jest zde�niowana dla zbioru domkni�etego X. Na
kolejnej stronie pojawiªa si�e liczba reach(X ∩U), gdzie U jest zbiorem otwar-
tym, wi�ec zbiór X ∩ U mo»e tu nie by¢ domkni�ety.

• Twierdzenie 4.51. Zamiast Rk powinno by¢ Rn, tak jak w dowodzie tego
twierdzenia..

Usterki te s�a ªatwe do poprawienia, i nie maj�a wpªywu na poprawno±¢ argumentów
prezentowanych w rozprawie.

Wedªug mojej wiedzy, Adam Biaªo»yt jest wspóªautorem (wraz z Maciejem Den-
kowskim i Piotrem Tworzewskim) jednego artykuªu opublikowanego w 2020 roku w
Annales Polonici Mathematici. Tematyka tego artykuªu jest niezale»na od tematyki
rozprawy.

Praca ±wiadczy o dobrej znajomo±ci trudnych technik stosowanych w dziedzi-
nie rozprawy. Uzyskane wyniki s�a oryginalnym, warto±ciowym wkªadem w bada-
nia po±wi�econe geometrycznym wªasno±ciom szkieletów zbiorów de�niowalnych i ich
punktom osobliwym. Uwa»am, ze rozprawa doktorska pana Adama Biaªo»yta speª-
nia ustawowe i zwyczajowe wymagania. Wnioskuj�e o skierowanie jej do dalszych
etapów przewodu doktorskiego.


