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Tematyka rozprawy miesci sie w rzeczywistej geometrii algebraicznej i zachacza o trud-
ne zagadnienia dotyczace osobliwosci. Podstawowym pojeciem rozwazanym w pracy jest
szkielet zbioru definiowalnego w pewnej o-minimalnej strukturze.

Zacznijmy od definicji. Niech (X, d) bedzie przestrzenia metryczna i niech X C & be-
dzie zbiorem domknietym. Przez dy oznaczamy funkcje odleglosci od zbioru X (w metryce
d). Dla kazdego punktu a € X zbiér punktow zbioru X, ktore sa najblizsze punktowi a
oznaczamy przez mx(a), to znaczy mx(a) = {z € X : d(a,z) = dx(a)}. Przez szkielet
zbioru X rozumiemy zbior tych punktoéw a przestrzeni X' dla ktorych zbior my (a) ma co

najmniej dwa punkty. Oznaczamy go symbolem My. Oczywiscie X N Mx = 0.

Pojecie szkieletu zbioru jest rozwazane w roznych galeziach matematyki i informaty-
ki jak: rownania rozniczkowe czastkowe, geometria analityczna, matematyka stosowana,
czy w teorii rozpoznawaniu obrazow. Roznie tez jest nazywane w literaturze. Jest ono in-
tensywnie badane w wielu oérodkach naukowych na $wiecie. Lezy w kregu zainteresowan
wielu matematykow, miedzy innymi: Lev Birbrair, Harry Blum, Frédéric Chazal, Maciej
Denkowski, Paul Erdos, Herbert Federer, David Fremlin, John Nash, Dirk Siersma, Rémi
Souffet, Yosef Yomdin, Ludéek Zajicek, ... .

Praca doktorska obejmujaca 71 stron, sktada si¢ z szeSciu rozdzialow z ktorych pierwszy
jest wstepem, opatrzona jest abstraktem, spisem symboli i spisem literatury. W rozdziale
pierwszym Autor do$é¢ dobrze umiejscawia tematyke pracy. Wskazuje tu problemy, kto-
re chee rozwigza¢ i nawiazuje do znanych wynikow. Dosé dokladny przeglad literatury
zwigzany z temtyka pracy robi w rozdziale drugim.

W rozdziale trzecim najpierw omawia pojecia zbieznosci rodziny zbiorow w sensie Ku-
ratowskiego, gérnego i dolnego stozka Peano oraz stozka normalnego. Gorny stozek Peano
zbioru X w punkcie a oznacza C, X, a stozek normalny — N, X . Dalej przypomina podsta-
wowe whasnosci zbiordw i funkcji definiwalnych w o-minimalnej strukturze, a zasadnicza
cze$é tego rozdzialu po$wigca wprowadzeniu pojecia szkieletu zbioru i omoéwieniu jego
wlasno$ci w przypadku zbiorow definiowalnych w pewnej o-minimalnej strukturze w R™.
Pokazuje tutaj ze szkiclet zbioru definiowalnego ma puste wnetrze (twierdzenie 3.17). Nie

wiadomo, czy zachodzi to w przypadku ogdlnym.



W rozdziale tym Autor omawia pojecie zbioru konfliktowego ConfyX dla skonczonej
rodziny zbioréow roztacznych X = {Xy,..., Xx}, k > 1, w przestrzeni X”:

Confx(X)={z€X:3i#j x € Tery(X;,X) NTerx(X;, X),

gdzie Tery(X;,X) = {zx € X :Vj d(z,X;) < d(x, X;)}. Wprowadza réwniez pojecie zbioru
centralnego Cx dla danego zbioru domknietego X € R™, to jest zbioru srodkoéw wszystkich
maksymalnych ze wzgledu na relacje inkluzji kul otwartych i roztacznych ze zbiorem X.
Jest to zbior w pewnym sensie bliski szkieletowi zbioru, zachodzi bowiem Mx C Cx C My
(patrz twierdzenie 3.27), jednak zbiory te moga by¢ rézne, co Autor uzasadnia przykladami
w uwadze 3.28. Pokauje tez istnienie pochodnych kierunkowych funkeji odlegtosci od zbioru

domknietego w kazdym punkcie dopelnienia tego zbioru (twierdzenie 3.30).

Wiadomo, ze multifunkcja
my :R" 2 aw my(a) C R"

jest definiowalna, co otrzymujemy miedzy innymi z wynikow M. Denkowskiego. Multi-
funkcja ta jest rowniez polciagta z gory w R™ w sensie zbieznosci Kuratowskiego (patrz
propozycja 3.34). W rozdziale tym Doktorant omawia tez wtasnosci zbioru normalnego

N (a) i jednowartosciowego zbioru normalnego N'(a) dla a € X, to znaczy
N(a) ={z € X :a € m(z)}, N'(a) = {z € X : m(z) = {a}}.

Omawia tutaj rowniez liczbe reach(X) = inf{dy, (z) : * € X} oraz tak zwany promien

osiegania (thumaczenie "reaching radius" z jezyka angielskiego przez piszacego opinig).

Glowne wyniki pracy znajduja sie w rozdziale czwartym. Do najwazniejszych wynikow
pracy, wedlug piszacego opinig, mozna zaliczy¢ twierdzenia 4.6, 4.8, 4.20 oraz wnioski 4.19
i4.23.

Wykorzystujac wlasnosci pochodnej kierunkowej funkeji odlegtosci Doktorant dowodzi
Twierdzenie 4.6. Dla kazdego domknietego i definiowalengo zbioru X C R", zaktadajqc
ze 0 € My, zachodzi

]\/1,”(0) c CoMy.

W og6lnym przypadku rownosé w powyzszym twierdzeniu nie musi zachodzic, jednak
przy dodatkowym zaltozeniu, Autor otrzymuje
Twierdzenie 4.8. Zatézmy, ze 0 € Mx dla pewnego zbioru domknietego i definiowalnego
X ¢ R™. Jesli istnieje otoczenie poczatku uktadu wspotrzednych U oraz v > 0 takie, Ze
dla kazdego a € U N My zachodzi diam m(a) > v, to CoMx = My, ). Tutaj diam m(a)
oznacza $rednice zbioru m(a).

7 twierdzenia 4.6 wynika wniosek 4.10., ze dim, My > dim M,,(,). W oparciu o ten
wniosek Autor dowodzi ciekawy (chociaz znany)
Whiosek 4.11. Punkt a € My jest izolowanym punktem zbioru Mx wtedy i tylko wtedy,

gdy m(a) wypetnia sfer¢ o $rodku w punkcie a i promieniu d(a).



Wykorzystujac potciagtosé z gory funkeji my w R™ w sensie zbieznosci Kuratowskie-
go (patrz propozycja 3.34), Autor dowodzi propozycje 4.18 o ciagtosci funkeji myx|Mx w
punktach wewnetrznych zbioru My wzgledem pewnwgo rozkladu cylindrycznego przysto-
sowanego do wykresu m|My. W oparciu o t¢ propozycje, uzyskuje ciekawy
Whiosek 4.19. Zbior {a € Mx : CoMx = M4} jest otwarty i gesty w Mx.
Najciekawsze i zasadnicze wyniki pracy, wedlug piszacego opini¢, znajduja si¢ w punkcie
4.2, gdzie Autor uzupelnia wyniki M. Denkowskiego o zwigzku migdzy wymiarem zbioru

M* = {a € My : dimm(a) = k} i wymiarem m(a):
dim M* 4 dimm(a) < n - 1.

Mianowicie dowodzi On:

Twierdzenie 4.20. Niech D bedzie rozktadem cylindrycznym R™ x R™ przystosowanym do
wykresu m|Mx . Jesli xg € Mx jest punktem wewnetrznym zbioru My wzgledem rozktadu
D, to zachodzi rownosé

dim,, Mx + dimm(zg) =n — 1.

W oparciu o Twierdzenie 4.20 podaje wzmocnienie wezesniejszych wynikow Albano i
Cannarsa, Denkowskiego i Erdosa:

Theorem 4.21. Dla kazdego punktu a € Mx C R", zachodzi
dim, My + min{k : a € W} =n-1.
7 tego twierdzenia wyciaga natychmiastowy lecz ciekawy wniosek
Whiosek 4.23. Dla kazdego domknictego i definiowalnego zbioru X C R",

dimMy =n -1~ min dimm(a).
a€eMyx

w szezegolnoser dim My > n — 1 — dim X,

W punkcie 4.3 pan Bialozyt podejmuje probe scharakteryzowania osobliwosci "wykry-
tych" przez szkielety zbioréw w jezyku granic promieni osiagania i ich ciagtosci w zbiorze
Regs X

Inspiracja do badan w punkcie 4.4 byl Lematem Nasha o istnieniu otoczenia U roz-
maitosci X ¢ R™ klasy CF, k > 2, takiego, ze My NU = 0 oraz funkcja m|U : U — X
jest klasy CF~1. W szczegolnosci Rega X N My = (). W oparciu o zbior SQ(X) punktow
superkwadratowosci zbioru X (patrz definicja 4.41), Autor dowodzi
Twierdzenie 4.46. Niech X bedzie definiowalnym (i domkni¢tym) podzbiorem R™ takim,
ze 0 € Singa X N Reg1 X. Wowcezas 0 € My, jesli 0 € SQ(X).

Przy dodatkowym zalozeniu, ze X jest definiowalna krzywa w wielomianowo ograni-
czonej strukturze o-minimalnej, w twierdzeniu 4.47 pokazuje, ze jesli 0 € Mx N Reg1 X, to

0 € SQ(X). Z twierdzenia 4.46 wyciaga tez ciekawy

Whiosek 4.48. Dla zbioru domknietego i definiowalnego X, zachodzi

SQ(X) ¢ Mx N Recy X.



Lytchak, Rataj, Zajicek udowodnili, ze kazda k-wymiarowa rozmaitosc topologiczna
posiadajaca dodatni zasieg Federera jest k-wymiarows rozmaitoscig klasy C LW gwietle
tego i lematu Nasha przytoczonego wyzej, naturalnym jest wykrywanie punktow osobli-
wych zbioru X przez badanie zbieznosé¢ promieni osiggania do zera w tych punktach.
Taki sposob wykrywania tych punktéow podjat Autor w punkcie 4.4.2, gdzie charakteryzuje
punkty osobliwe z zbioru X w terminach zbieznosci do zera promieni osiagania w ciggu
punktow z, € Regy X takich, ze x, — x (propozycje 4.54 i 4.55). Pokazuje w szczegolnosei
ciaglodé tego promienia w zbiorze Rego X (propozycja 4.35). oraz, ze promien Birbraira i
Denkowskiego i wprowadzony w pracy pokrywaja si¢ (twierdzenie 4.37). Dowodzi tez
Twierdzenie 4.57. Niech ' ¢ R" bedzie domknietq k-wymiarowq rozmaitosciq topologicz-
na. Niech G C R™ bedzie k-wymiarowym definiowalnym (i domknig¢tym) nadzbiorem zbioru
I'. Wowczas

I'n H[: cGn YV_[(:
W szezegolnosei twierdzenie to pokazuje, ze przyklejenie nowych kawatkow do rozmaitosci,
do ktorej zbliza sie szkielet zbioru, nie moze spowodowaé oddzielenia szkietetu od uzyskanej
sumy.
Ostatnie dwa rozdzialy poswiecone sa omoéwieniu wynikow i wskazaniu mozliwych kie-

runkow rozwoju.

Omowione powyzej wyniki sa ciekawe, nowe, wpisujace si¢ w aktualnie prowadzone
badania naukowe, a ich dowody wymagaly w wielu miejscach nietatwych i bardzo subtel-
nych rozwazan. Autor rozwiazal w nich istotne problemy dotyczace szkieletow zbiorow.
W znacznym stopniu usystematyzowal pojecia i w przypadku zbiorow definiowalnych w
o-minimalnej strukturze, pokazal zwiazki miedzy rozwazanymi pojeciami. Wstep dobrze
umiejscawia i motywuje podjete rozwazania, a ostatnie dwa rozdzialy pokazuja mozliwosci
dalszego rozwoju teorii. Z wszystkimi problemami Autor poradzil sobie bardzo dobrze.
Dowody sa zrozumiate. Pomagaja w tym liczne ilustracje i przyklady.

Praca w kilku czesciach ma charakter dosé techniczny, sprawdzenie jej wymagalo diu-
giego czasu. Zawiera ona pewne drobne bledy zecerskie i niedociggniecia, na przyklad:

e w definicji 3.10 powinno by¢ C' C R" zamiast C' € R™;

e twierdzenie 3.12 mogloby by¢ opatrzone cytatem;

e w twierdzeniu 3.14 pojawia sie d(z, f~1(0)), a definicja funkcji odleglosci pojawia sie
dopiero w punkcie 3.3;

e w dowodzie twierdzenia 3.17 Autor dochodzi do sprzecznosci, jak sie wydaje z przy-
puszczeniem, ze zbior Mx ma niepuste wnetrze;

e w rysunku 3.1 jest kilka pomylek;

e w definicji funkeji odleglodci od zbioru nalezalo zaznaczy¢, co przez to rozumiemy,
gdy zbior jest pusty;

e w twierdzeniu 3.23 nalezalo zalozy¢, ze k > 1;

e w twierdzeniach 3.29 i 4.46 brak zalozenia, ze zbior X jest domknigty;



e na stronie 38 Autor powoluje si¢ na twierdzenie 4.18, a w pracy jest propozycja 4.18,

podobnie powoluje sie na wniosek 4.8, a jest twierdzenie 4.8.
e w twierdzeniu 4.57 brak zalozenia o domknigtosci zbioru G

e Brak streszczenia w jezyku polskim nie utatwiaja lektury pracy, zwlaszcza ze poja-

wiaja sie w niej terminy nie uzywane w jezyku polskim.

Podsumowujac, tematyka pracy doktorskiej Pana Adama Bialozyta sytuuje si¢ w geo-
metrii algebraicznej, a dokladniej w teorii o-minimalnych struktur. Dotyczy waznych i
trudnych zagadnien teorii szkieletow zbiorow. Wstep dosé dobrze wyjasnia jej geneze.
Wszystkie dowody wymagaly duzej biegtosci rachunkowej i pomystowosci. Lektura pra-
cy pozwala wnioskowaé, ze Autor posiada gruntowna wiedze i dobra orientacje w zakresie
prowadzonych badan. Widaé rowniez jego duza samodzielnosé¢ w prowadzonych badaniach
naukowych. Wyniki uzyskane w pracy oraz ich rozwiazania sa oryginalne, wzbogacaja one
stan obecnej wiedzy w zakresie szkieletow zbiorow, zostaly opatrzone wyczerpujacymi ko-
mentarzami i przykladami. Wnosza one nowe swiatto na zagadnienia dotyczace wlasnosci

metrycznych zbiorow.

Stwierdzam, ze recenzowana praca Pana Adama Bialozyta spelnia wymo-
gi stawiane rozprawom doktorskim przez Ustawg z dnia 14 marca 2003 r. o
stopniach naukowych i tytule naukowym (Dz.U. 2016 poz. 882). Wnosz¢ o jej
przyjecie i dopuszczenie Pana mgr Adama Bialtozyta do dalszych etapow prze-
wodu doktorskiego.

7 uwagi na doniosto$¢ uzyskanych wynikow, wnosz¢ o wyrdéznienie pracy.
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