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1) Problematyka podjeta w recenzowanej rozprawie i jej znaczenie
Operatory m-izometryczne, czy tez m-izometrie zostaly zdefiniowane przez Aglera [2]
jako operatory ograniczone T € B(H) na przestrzeni Hilberta H spelniajace réwnanie
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W latach 1995-1996, w serii prac [3, 4, 5|, Agler i Stankus wykazali m.in., ze modelowymi
przykladami m-izometrii s3 operatory mnozenia przez z na wazonych przestrzeniach So-
bolewa funkcji analitycznych (uzupelnieri przestrzeni funkcji analitycznych na okregu, w
normie zadanej przez z operator rozniczkowy o wartosciach w przestrzeni dystrybucji), a
92-izometrie pojawiaja si¢ w naturalny sposob i pelnia wazna rolg w teorii ruché6w Browna.
Prace te spotkaly sie ze sporym zainteresowaniem (lacznie okoto 300 cytowar).

Zasadniczym tematem omawianej rozprawy doktorskiej sa twierdzenia charakteryzuja-
ce i pozwalajace konstruowaé operatory m-izometryczne w klasach przesunie¢ wazonych
na drzewach skierowanych [42], w tym na specjalnej klasie drzew oznaczanej Ty, oraz
operatorow kompozycji na pewnym grafie z jedna petla [22]. Otrzymane wyniki pozwa-
laja konstruowaé i analizowaé¢ konkretne przyklady (kontrprzyklady) m-izometrii i ope-
ratoréw z nimi zwiazanych. Ponadto autor dowodzi ogdlne twierdzenie charakteryzujgce
m-izometryczne operatory jednostronnego przesuniecia z wagami operatorowymi (odwra-
calnymi i wzajemnie przemiennymi) za pomoca miar spektralnych, a takze charakteryzuje
ogolnie m-izometrie posiadajace rozklad typu Wolda. Dodatkowym zagadnieniem oma-
wianym w rozprawie, luzno zwigzanym z pozostala tematyka, jest unitarna rownowaznosc¢
dwustronnych przesunieé wazonych z wagami operatorowymi. Te ostatnie, to wyniki z
opublikowanego artykulu autora [45].

Podjeta problematyka badawcza dotyczy teorii operatorow ograniczonych na przestrze-
ni Hilberta i w naturalny sposéb wpisuje si¢ w tematyke badan prowadzonych w Kate-
drze Analizy Funkcjonalnej na Uniwersytecie Jagiellofiskim. W szczegblnosci, ponad jed-
na czwarta pozycji w bibliografii jest (wspot-)autorstwa przedstawicieli tejze katedry, i
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na pewno omawiane badania beda przez nich kontynuowane. W mojej ocenie wszystkie
przedstawione wyniki sa publikowalne w co najmniej $redniej lub dobrej klasy czasopi-
smach (wyniki jednego z rozdzialéw sg opublikowane w Opuscula Math [45] i posiadaja
juz jedno cytowanie przez pracownika Katedry Analizy Funkcjonalnej). Ponadto wida¢ tu
spory potencjat do dalszych badan, co moze by¢ in plus jesli chodzi o znaczenie prezento-
wanych wynikéw w przyszlosci.

2) Szczegblowa ocena merytoryczna poszczeg6lnych czesci rozprawy

Rozprawa sklada sie z 7 rozdzialoéw, ktérych wspolnego mianownika (m.in. ze wzgledu
na rozdzial ostatni) szukalbym w ogélnie pojetych wazonych operatorach przesunigcia na
przestrzeniach Hilberta.

Rozdzial 1 (Wprowadzenie). Autor szczegolowo i bardzo poprawnie przedstawia hi-
storie badan prowadzacych do wynikow jego rozprawy. Zwiekszytbym tu jedynie nacisk na
tytutowe pojecie m-izometrii, jego role i podstawowe przyklady. W szczegélnosci definicja
m-izometrii pojawia sie dopiero w Rozdziale 2 na stronie 20 i to w sposéb zawoalowany
notacyjnie, a nie jest to (jeszcze) pojecie klasyczne. Mi osobiscie nie bylo znane.

Rozdzial 2 (Podstawowe fakty i definicje). Autor przedstawia notacje i wybrane twier-
dzenia, ktore s3 wazne same w sobie lub sa wykorzystywane w dalszej czesci pracy. Mimo,
iz jest to krotki i zwiezle napisany rozdzial, to autorowi w zasadzie udalo si¢ unikna¢ en-
cyklopedycznego wypisania listy pojeé i twierdzeri. Zaleta utworzenia tego rozdziatu jest,
ze wyraznie oddziela on rezultaty znane od wynikéw autora. Wada jest taka, ze czasami
zmusza czytelnika, do przeszukiwania tekstu w celu odnalezienia danej definicji. Niektore
bardziej specyficzne definicje takie jak typu 7, . mozna by wprowadzi¢, lub przypomnie¢
tuz przed ich uzyciem, szczegdlnie, ze autor tak wtasnie robi np. z 7, (wiec brak tu konse-
kwencji).

Rozdzial 3 (m-izometryczne przesuniecia wazone) Nie wiem czemu autor zaczyna ten
rozdzial od technicznego Lematu 3.1. Lemat ten jak i definicje klasy 7 przeni6éstbym przed
Stwierdzenie 3.9, gdzie dopiero klasa 7, zaczyna odgrywaé pewng role.

W naturalny sposéb rozdzial ten powinien zaczynaé sie od Twierdzenia 3.2, ktére przed-
stawia bardzo ogélna (i przez to niezbyt gleboka) charakteryzacje m-izometrycznych prze-
sunie¢ wazonych na drzewach skierowanych za pomocg wielomianéw dla elementéw ba-
zowych. Jako wnioski autor omawia szczegolne sytuacje dla klasycznego jednostronnego i
dwustronnego przesuniecia z waga otrzymane wczeSniej w pracy [1]. Bardziej konkretne i
zaawansowane technicznie charakteryzacje autor dowodzi dla specjalnych rodzajow drzew
typu T czy T, . Dla tych ostatnich otrzymuje procedure konstrukcji wszystkich mozliwych
ograniczonych m-izometrycznych przesunie¢ z wagami niezerowymi. Te wyniki oparte sg
na wspoélnej pracy z promotorem [44].

Na koniec rozdziatu, krétka Podsekcja 3.2 przedstawia charakteryzacje jednostronnych
przesunie¢ wazonych z wagami operatorowymi (odwracalnymi, dodatnimi, komutujacymi)
w jezyku miar spektralnych. Wynik ten w przeciwiefistwie do poprzednich wydaje si¢ mie¢
charakter bardziej teoretyczny, Twierdzenie 3.17 nie jest wykorzystywane w dalszej czesci
pracy.

Rozdzial 4 (m-izometryczne operatory komopozycji na grafach z jedna petla). W tym
rodziale rozpatrywane sg operatory kompozycji z bardzo specyficznym odwzorowaniem



na przestrzeni dyskretnej. Operatory te tworza specjalna podklase wazonych operatoréw
przesuniecia na grafie z jedng petla i jednym punktem rozgalezienia. Prezentowane wyniki
oparte sa na wspdlnej pracy z promotorem [43], a rozumowania opieraja sie gléwnie na
szeregu rachunkow i faktach z algebry liniowej. Oprocz m-izometrycznosci przedstawione
sg tu m.in. kryteria analitycznosci i subnormalnosci operatora dualnego Cauchy.

Wydaje sie, ze motywacja do tych badan, o czym autor milczy, jest problem S. Chavana
z 2007 r., ktéry pytal, czy operator dualny Cauchy’ego do operatora calkowicie hiperek-
spansywnego jest subnormalng kontrakcja, a ktory byt rozwigzany negatywnie w [7], za
pomoca wazonych przesunie¢ na drzewach skierowanych.

Rozdzial 5 (Problemy uzupelnien do m-izometrii). W tym rozdziale zawarte sg twier-
dzenia uzupelniajace poprzednie wyniki o warunki na to, aby wagi poczatkowe dalo sie
uzupetnic tak, zeby wazony operator przesuniecia byt m-izometrig dla jednostronnych prze-
sunig¢ wazonych z wagami operatorowymi, przesunie¢ wazonych na drzewach skierowanych
klasy 7, oraz przesunig¢ wazonych na grafach z jedna petla (glownie 2-izometrie).

Rozdzial 6 (Rozklad typu Wolda dla m-izometrii). Autor uogélnia charakteryzacje
2-izometrii posiadajacych rozklada typu Wolda z pracy [7], na przypadek analitycznych
m-izometrii. W tym celu wprowadza i analizuje warunek, ktory nazywa k-kernel condi-
tion. Gléwnymi narzedziami analizy sa tu klasyczne metody teorii operatoréw. Ponadto
autor stosuje swoja charakteryzacje do operatoré6w kompozycji na przestrzeni dyskretnej i
pokazuje, ze 2-izometrie na grafie z jedna petla nigdy nie posiadajg rozkladu Wolda.

Otrzymane wyniki s interesujace, przy czym nalezy tu podkresli¢, ze zasadnicze twier-
dzenie nie jest sensu stricto uogoélnieniem analogicznego rezultatu z [7] dla 2-izometrii, gdyz
dowdd tego pierwszego pracuje tylko dla operatoréow analitycznych. Czy charakteryzacja
zachodzi dla dowolnych m-izometrii pozostaje pytaniem otwartym.

Rozdzial 7 (Unitarna réwnowaznos¢ dwustronnych przesunigé wazonych). Autor wy-
kazal, ze kazdy dwustronny operator przesuniecia z wagami quasi-odwracalnymi jest uni-
tarnie rOwnowazny takiemu operatorowi z wagami dodatnimi, a nawet diagonalnymi jesli
wagi s3 normalnymi i przemiennymi macierzami skoriczonymi. Ponadto autor doktadnie
studiuje zagadnienie, kiedy operator unitarny splatajacy dwustronne przesuniecia z waga,
jest diagonalny, lub posiada co najwyzej dwie niezerowe diagonale. Te wyniki sg opubliko-
wane w [45] 1 wpisuja sie w ogdlny nurt klasycznej teorii operatorow.

Autor bardzo dobrze si¢ orientuje w literaturze zwiazanej z tematem. W rozumowaniach
stosuje gtownie klasyczne metody teorii operatoréw i algebry liniowej (np. wlasnosci rzedu
dla macierzy cyrkulantnych) oraz elementy matematyki dyskretnej. Wykazuje sie spora
sprawno$cia rachunkowa.

3) Strona redakcyjna i formalna rozprawy.

Struktura pracy jest przemyslana i dobrze scala rézne zagadnienia rozwazane w roz-
prawie. Niemniej jednak mi osobiscie nie przeszkadzaloby, gdyby byt to zbiér oddzielnych
artykulow [43-46] opatrzonych wstepem. Pozwolitoby to uniknaé niektérych nieco sztucz-
nych rozwigzain takich jak mieszanie rozwazan o jednostronnych operatorach przesuniecia
z wagami operatorowymi z bardzo szczegélnymi przypadkami wazonych operatoré6w na
drzewach skierowanych, czy operatoré6w kompozycji na grafach z jedna petla. Co wazniej-
sze pozwoliloby to unikna¢ zamieszania notacyjnego: np. drzewa typu 7, . sa formalnie



zdefiniowane na stronie 17, a rysunek je obrazujacy dopiero ma stronie 30.

Od strony jezykowej recenzowana dysertacja doktorska moze zosta¢ dobrze oceniona.
Jest napisana w sposob jasny, w wiekszosci dojrzalym jezykiem naukowym odpowiednim
do tego typu rozprawy. Jedyny powazany zarzut - rzecz, ktéra mnie bardzo razila, to
uzycie stowa ;Propozycja” w miejsce angielskiego stowa ,Proposition”, ktérego odpowied-
nikiem powinno by¢ ,Stwierdzenie”. Unikalbym réwniez zwrotéw typu ,Ponizszy lemat
wykorzystamy w dalszej czeSci pracy” (patrz np. strona 54), ktére nie wnoszg zadnej tre-
éci. Podobnie ze zwrotami mocno nacechowanymi emocjonalnie ,bardzo interesujace”, czy
,bardzo ciekawy” (strona 7), ktére maja wydiwiek nieco kolokwialny. Jak zawsze w tego
typu rozprawach mozna w tekscie znalezé pewna ilo§é literéwek i oczywistych drobnych
btedéw. Natomiast rozumowania matematyczne i dowody przeprowadzane sg w sposob
jasny i poprawny.

Powyzsze uwagi nie wpltywaja istotnie na moj ogoélnie bardzo dobry odbiér tekstu roz-
prawy.

4) Uwagi i potencjalne pytania problemowe.

Podczas lektury dysertacji narzuca sie szereg naturalnych pytan natury naukowej.
Chcialbym tu zwerbalizowa¢ tylko dwa ogélnie postawione problemy:

1) Stynne Twierdzenie Coburna méwi, ze kazda C*-algebra generowana przez 1-izometri¢
jest kanonicznie izomorficzna z algebra Toeplitza. Klasyczny dowdd bazuje na rozkta-
dzie Wolda. W zwigzku z tym i wynikami rozprawy doktorskiej zachodzi naturalne
pytanie

Czy istnieje analogon Twierdzenia Coburna dla m-izometrii (analitycznych
spetniajgcych (m — 1)-kernel condition)?

Nie sugeruje, ze doktorant powinien na to pytanie udzieli¢ odpowiedzi. Sygnalizuje
tylko, ze jakkolwiek pozytywna odpowiedzZ na to pytanie, moglaby sie sta¢ przyczyn-
kiem do ciekawej i waznej pracy badawczej.

2) Jedna z klasycznych metod badania wlasnosci wazonych operator6w kompozycji na
ogélnych (niekoniecznie dyskretnych) przestrzeniach Lo(u) jest tak zwana metoda
dyskretyzacji sprowadzajaca dane badania do wazonych operatoréw aC, kompozy-
cji na przestrzeniach dyskretnych ¢5(V') zwigzanych z (czesciowym) odwzorowaniem
dyskretnym (. Przestrzen ¢»(V') rozpada sie na podprzestrzenie redukujace aC,, zwia-
zane z orbitami O(z) = {y : ¢"(z) = ¢™(y), n,m € Z,}. Jedli z jest punktem
nieokresowym, to obciecie aC,, do #5(O(z)) jest wazonym operatorem przesunigcia
na drzewie skierowanym. Natomiast gdy r jest punktem okresowym, to O(z) jest
ogdlnym grafem skierowanym z jedng petlg, a ktorego szczegdlnym przypadkiem sg
grafy rozpatrywane w dysertacji.

Dlaczego w pracy rozpatruje sie operatory kompozycji na tak specyficznym
grafie? Czy nie datoby sie uogdlnié Twierdzenia 4.9 na przypadek wazonych
przesunieé na ogdlnych grafach z jedng petlg?



Odpowiedz twierdzgca na to drugie pytanie, wraz z wynikami autora dotyczacymi
wazonych operatorow przesuniecia na drzewach skierowanych, pozwolitaby scharak-
teryzowaé m-izometryczne wazone operatory przesuniecia na ogélnych przestrzeniach

La(p)-
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5) Whioski i konkluzja koricowa.

Moja ogélna opinia o rozprawie jest bardzo pozytywna. Stwierdzam, e przedlozona
mi do recenzji dysertacja doktorska spelnia warunki okre§lone w ustawie z dnia 14 marca
2003 r. o stopniach naukowych i tytule naukowym oraz o stopniach i tytule w zakresie
sztuki (t.j. Dz. U. 2017, poz. 1789). Stanowi oryginalne rozwigzanie szeregu probleméw
zwigzanych z m-izometrycznoscia i teoriag wazonych operatoréw przesuniecia. Wykazuje
ogblng wiedze teoretyczng Doktoranta w dyscyplinie matematyki, a zwlaszcza w teorii
operatoréw, i potwierdza umiejetno$¢ Doktoranta w zakresie samodzielnego prowadzenia
pracy naukowej. Niniejszym wnioskuje do Rady Dyscypliny Matematyka Uniwersytetu
Jagielloriskiego w Krakowie o dopuszczenie mgr. inz. Jakuba Ko$midra do dalszych etapow
przewodu doktorskiego.



