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Recenzja pracy doktorskiej mgr. Jakuba Ko±midra
pt. �m-Izometryczno±¢ w wybranych klasach operatorów oraz

zagadnienia pokrewne�

Rozprawa doktorska Pana mgr. Jakuba Ko±midra zostaªa wykonana na Wydziale Matema-
tyki i Informatyki Uniwersytetu Jagiello«skiego w Krakowie pod kierunkiem dr hab. Zenona
Jana Jabªo«skiego. Praca skªada si¦ ze streszczenia (w j¦zykach polskim oraz angielskim),
siedmiu rozdziaªów, bibliogra�i (65 ¹ródeª) i zawiera 81 stron¦.
Praca po±wi¦cona jest badaniu wªasno±ci szerokiej klasy operatorów w przestrzeni Hilberta,

w szczególno±ci operatorów m-izometrycznych w klasach przesuni¦¢ wa»onych na drzewach
skierowanych lub operatorów kompozycji na grafach z p¦tlami. Mianowicie, autor skupia si¦
na kilku istotnych zagadnieniach, w tym

• charakteryzacja m-izometrycznych przesuni¦¢ wa»onych na drzewach skierowanych o
wagach skalarnych lub operatorowych;
• charakteryzacja m-izometrycznych operatorów kompozycji na grafach z jedn¡ p¦tl¡;
• problem uzupeªnienia do m-izometrii w klasach przesuni¦¢ wa»onych na drzewach
skierowanych lub operatorów kompozycji na grafach z jedn¡ p¦tl¡;
• posiadanie rozkªadu typu Wolda przez analityczne m-izometrie;
• unitarna równowa»no±¢ dwustronnych przesuni¦¢ wa»onych o wagach operatorowych.

W zasadzie, te zagadnienia s¡ rozstrzygane w poszczególnych rozdziaªach 3�7. Nale»y wy-
mieni¢, »e chocia» w rozdziale pierwszym autor podaje tªo historyczne i do±¢ szczególne
wprowadzenie do tematyki bada«, cel pracy nie zostaª wymieniony w sposób jawny. Mo»na
wywnioskowa¢, »e takim celem jest uogólnienie ró»nych znanych wyników dla operatorów
2-izometrycznych, i wtedy wartowaªo by podkre±li¢ na czym polegaj¡ takie uogólnienia i jaki
wpªyw mog¡ mie¢ na dalszy rozwój tej tematyki. Natomiast we wprowadzeniu autor po prostu
podaje szczególny spis tre±ci ka»dego rozdziaªu i wymienia udowodnione twierdzenia. Skªada
to wra»enie o niniejszej rozprawie doktorskiej jako prostej sumie wyników z artykuªów, w
oparciu na które powstaªa.
Jest to jedyny zarzut istotny do recenzowanej pracy, która poza tym stanowi przykªad

bardzo solidnego badania naukowego. Jak ju» wymieniªem, rozdziaª pierwszy jest wprowa-
dzeniem do tematu bada« oraz zawiera krótkie omówienie otrzymanych rezultatów. W roz-
dziale drugim podane s¡ podstawowe poj¦cia oraz wyniki z zakresu teorii spektralnej, prze-
suni¦¢ wa»onych (w tym na drzewach skierowanych), operatorów kompozycji, operatorów
m-izometrycznych, rozkªadu Wolda i in.
W rozdziale trzecim rozwa»ane zostaªy problemy charakteryzacji m-izometrycznych prze-

suni¦¢ wa»onych na drzewach skierowanych. Mianowicie, twierdzenie 3.2 podaje warunki
równowa»ne do m-izometryczno±ci przesuni¦¢ wa»onych Sλ w terminach wªasno±ci ci¡gu
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(γSλ,eu )n = (‖Snλeu‖2)n. Na podstawie tego twierdzenia oraz kilku lematów i wniosków wy-
prowadza autor charakteryzacj¦ m-izometryczno±ci Sλ w przypadku drzew skierowanych o
jednym punkcie rozgaª¦zienia, jak równie» algorytm konstrukcji takich przesuni¦¢. Oprócz
tego badane s¡ przesuni¦cia o wagach operatorowych, które s¡ dodatnie oraz przemienne;
uogólnia to oczywi±cie przypadek skalarny.
Rozdziaª czwarty po±wi¦cony jest operatorom kompozycji Cφ na grafach z jedn¡ p¦tl¡. Za-

uwa»my, »¦ taki operator z de�nicji 4.3 mo»na równie» potraktowa¢ jako operator przesuni¦cia
na tym gra�e skierowanym, poniewa» funkcja φ okre±lona w (AS) zgadza si¦ z funkcj¡ par.
Dlatego gªówne wyniki rozdziaªu 4 charakteryzuj¡ce m-izometrie w tej klasie s¡ w pewnym
sensie analogiczne do takich wyników rozdziaªu 3. Ciekawy wynik o mo»liwo±ci rozszerze-
nia miary okre±lonej na p¦tli grafu na pozostaªe gaª¦zie tak, aby operator kompozycji Cφ byª
ograniczon¡m-izometri¡, podaje propozycja 4.12, co z kolei prowadzi do twierdzenia 4.13 cha-
rakteryzuj¡cego 2-izometrie oraz 3-izometrie. Do±¢ niespodziewane rezultaty dla operatorów
w rozwa»anej klasie podane s¡ we wnioskach 4.15 oraz 4.19: ka»dy operator hiperekspansyw-
ny z tej klasy jest automatycznie 2-izometri¡, a ka»dy operator m-izometryczny jest równie»
analityczny.
Tematem rozdziaªu pi¡tego s¡ zagadnienia uzupeªnienia sko«czonego ci¡gu wag do ci¡gu

takich wag na caªym gra�e z tym, »eby otrzymany operator przesuni¦cia wa»onego posiadaª
»¡dane wªasno±ci. Rozwa»ane s¡ przypadki wag operatorowych, przesuni¦¢ na drzewach z
jednym punktem rozgaª¦zienia oraz na grafach z jedn¡ p¦tl¡.
W rozdziale szóstym rozwa»ane s¡ rozkªady typu Wolda dla operatorów m-izometrycznych,

które mo»na potraktowa¢ jako bardzo niebanalne uogólnienia klasycznego twierdzenia Wol-
da. Warunkiem podstawowym w tym rozdziale jest tzw. k-kernel condition (nie zrozumiaªo
dlaczego nie zaproponowaª autor odpowiednika tego poj¦cia w j¦zyku polskim); warunki
równowa»ne w przypadku lewo-odwracalnego operatora kompozycji na przestrzeni z miar¡
dyskretn¡ podane s¡ w twierdzeniu 6.8, rol¦ k-kernel condition dla posiadania rozkªadu typu
Wolda przez analityczn¡ izometrie wyja±nia twierdzenie 6.10. Wnioskiem otrzymanych wy-
ników jest rozwi¡zanie problemu z artykuªu [10] o takim rozkªadzie w klasie ekspansywnych
m-izometrii. Kolejne istotne wyniki w tym rozdziale to warunki na unitarn¡ równowa»no±¢
jednostronnemu przesuni¦ciu wa»onemu o wagach operatorowych; jako przykªad zastosowa-
nia wykazano, »e m�izometryczne operatory kompozycji na grafach z jedna p¦tl¡ nie s¡
unitarnie równowa»ne takim przesuni¦ciom.
Ostatni rozdziaª po±wi¦cony jest problemu unitarnej równowa»no±ci dwustronnych przesu-

ni¦¢ wa»onych o wagach operatorowych. Jawn¡ charakteryzacj¦ takich przesuni¦¢ w przypad-
ku operatora unitarnego U postaci diagonalnej daje Twierdzenie 7.3; ciekawym jest uogólnie-
nie na przypadek operatorów U o dwóch niezerowych przek¡tnych; wówczas te elementy nie-
zerowe w U s¡ to izometrie cz¦±ciowe. Udowodniono równie», »e w przypadku n-wymiarowej
przestrzeni H unitarny operator U mo»e posiada¢ co najwy»ej n niezerowe diagonale.
Nale»y podkre±li¢, »e autor podaje w prawie ka»dym rozdziale przykªady zastosowa« wy-

ników teoretycznych. Wªa±nie mo»liwo±¢ konstruowania licznych przykªadów operatorów o
ró»nych »¡danych wªasno±ciach oraz kontr-przykªadów w rozwa»anych klasach mo»e stanowi¢
jedn¡ z istotnych motywacji do przeprowadzonych bada«.

Po opracowaniu rozprawy doktorskiej jestem zdania »e jej autor dysponuje wysok¡ kultur¡
matematyczn¡ i dobr¡ wiedz¡ w zakresie teorii operatorów. Dowody wszystkich tez s¡ na ogóª
kompletne i poprawne (na ile zd¡»yªem to zwery�kowa¢); praca napisana jest w sposób jasny
i pod wzgl¦dem edytorskim robi bardzo dobrze wra»enie. Znalazªem jedynie par¦ drobnych
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literówek i bª¦dów j¦zykowych (np. i nie sposób go wywnioskowa¢ (str. 9), w taki sposób,

byª γn jest . . . (str. 19), a co z za tym idzie (str. 65), prze operator (str. 76), operatorów

ortogonalnych (str. 77) i in.). Troch¦ brakuje opinii autora o wªasnym dorobku i na ile
dowody gªównych tez wymagaªy podej±cia nowatorskiego a czy raczej byªy tradycyjne w tej
dziedzinie. Jako wniosek najwa»niejszy rozprawy doktorskiej nale»y uzna¢ uzupeªnienie w
sposób istotny wiedzy o operatorach m-izometrycznych w klasach przesuni¦¢ wa»onych na
drzewach skierowanych oraz operatorach kompozycji na grafach z p¦tlami oraz zilustrowanie
wyprowadzonych twierdze« teoretycznych na nietrywialnych przykªadach.

Bior¡c pod uwag¦ powy»ej wymienione oceny i komentarze, uwa»am, »e rozprawa dok-
torska Pana mgr. Jakuba Ko±midra pt. �m-Izometryczno±¢ w wybranych klasach operatorów

oraz zagadnienia pokrewne� speªnia wszystkie formalne wymagania stawiane rozprawom dok-
torskim i wnioskuj¦ o dopuszczanie jej do dalszych etapów przewodu doktorskiego.


