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Recenzja rozprawy w przewodzie doktorskim mgr. Jacka Trepkowskiego
pt. ,,Aluthge transforms of unbounded operators”

W pracy ([Alu90|; numeracja z bibliografii rozprawy doktorskiej), ktéra ukazata
si¢ w roku 1990, Ariyadasa Aluthge zdefiniowal na przestrzeni operatoré6w ograni-
czonych na przestrzeni Hilberta H, B(H), przeksztalcenie

T — T = |T|3U|T)3,

gdzie T' = U|T)| jest rozkladem biegunowym operatora T'. Przeksztalcenie to obecnie
jest nazywane przeksztalceniem Aluthgego. W tej pracy Aluthge wykazal m.in., ze
jezeli operator T' jest p-hiponormalny, gdzie p < é, to jego transformata 7' jest
operatorem (p + %)—hiponormahlym.

W kolejnej pracy (JAlu96]) Aluthge badal uogélnienie tego przeksztalcenia w po-
staci

A(T) = |T'UIT|,
gdzie t € (0,1].

Po ukazaniu si¢ prac Aluthgego przeksztalcenie A; zaczelo byé obiektem za-
interesowaniu wielu autoréw. Badano m.in., zwigzki pomiedzy widmem i cze§ciami
widma oraz obrazem liczbowym operatora T i jego transformaty Aluthgego, zbiezno-
Sci ciggu iteracji operatora A;, jak réwniez problemu podprzestrzeni niezmiennicze;j.
Wszystkie te prace dotyczyly operatoréw ograniczonych.

Przeksztalcenie Aluthgego dla operatoréw nieograniczonych zostalo po raz pierw-
szy zdefiniowane w pracy Pana Trepkowskiego [Trel5|. Badane jest w niej prze-
ksztalcenie Aluthgego dla operatoréw domknietych i gesto okreslonych. Praca ta
zawiera ciekawy przyklad nieograniczonego operatora wazonego przesuniecia S,
ktorego transformata Aluthgego, A;(S)) ma trywialna dziedzine oraz A;(S}) nie
jest operatorem domykalnym. W kolejnej pracy (|[BBT20|), wspélnej z C. Benhida
i P. Budzyniskim, badane jest przeksztalcenie Aluthgego w klasie nieograniczonych
wazonych operatoréw kompozycji na przestrzeniach L?.

Rozprawa doktorska Pana Trepkowskiego dotyczy przeksztalcenia Aluthgego
operatoréw nieograniczonych. Zawarte sg w niej wyniki z wyzej wymienionych prac



[Trel5] i [BBT20] z pewnymi modyfikacjami i uzupeinieniami. Oméwie pokrétce jej
tres¢. Sktada sie ona ze wstepu, czterech rozdzialéow 1 dwoch dodatkow.

Wstep zawiera rys historyczny oraz zwiezty opis najwazniejszych faktéw i wyni-
kéw przedstawionych w dalszej czesei rozprawy.

Rozdzial pierwszy zatytulowany ,Preliminaries” jest do§¢ obszernym wprowadze-
niem w tematyke operatoréw nicograniczonych na przestrzeni Hilbeta. Zawiera on
podstawowe oznaczenia, definicje i twierdzenia dotyczace tej klasy operatorow takie
jak: sprzezenie, rozklad biegunowy, widmo i rachunek funkeyjny, relacja porzadku
dla operatoréw samosprzezonych, nier6wnosé Lownera-Heinza oraz rézne typy ope-
ratoréw ,prawie¢” normalnych.

Glowna czedé rozprawy sklada sie z rozdzialow drugiego, trzeciego i czwarte-
go. W rozdziale drugim ,Generalized Aluthge transforms”, Autor uogoélnia definicje
transformaty Aluthego A;(7T") na klase operatoréw nieograniczonych, domknietych
1 gesto okreslonych oraz opisuje podstawowe wlasnosci tego przeksztalcenia poréw-
nujac je z analogicznymi wlasnosciami zachodzgcymi w przypadku, gdy T jest opera-
torem ograniczonym. Rozwazane sg problemy zwigzane z hiponormalno$cig transfor-
maty A(T), wlasno$ciami spektralnymi i punktami stalymi tego przeksztalcenia.
Uzyskane przez Autora oryginalne wyniki to odpowiednio twierdzenia 2.24, 2.30
i2.33.

Rozdzial trzeci ,\Weighted composition operators” jest po$wiecony w calogci nie-
ograniczonym wazonym operatorom kompozycji na przestrzeni L?. Jest on oparty
na wynikach z pracy [BBT20]. Najwazniejsze twierdzenia zawarte w tym rozdziale,
to:

— Twierdzenie 3.15, ktére méwi, ze transformata A;(Cy ) gesto okreslonego opera-
tora wazonej kompozycji Cy,, jest operatorem domykalnym i jej domkniecie jest
réwniez operatorem wazonej kompozycji z tym samym symbolem ¢ i odpowiednio
zmodyfikowang waga w;.

— Twierdzenie 3.16, w ktorym podane sa warunki rownowazne na to, aby operator
Ai(Cy.) byt domkniety.

— Twierdzenie 3.26, w ktérym opisane sa warunki konieczne i dostateczne na to,
aby operator wazonej kompozycji Cy,, byl operatorem p-hiponormalnym.

— Twierdzenie 3.31, ktére méwi ze transformata A;(Cy,,) operatora p-hiponormal-
nego Cy,, jest operatorem g-hiponormalnym, gdzie ¢ = min{p + ¢, 1}.

W rozdziale czwartym ,Weighted shifts on directed trees” opisane sa wyniki, za-
warte w pracy [Trepl5|, dotyczace wazonych operatoréw przesunigcia na ,drzewach”
skierowanych. Scharakteryzowana jest w nim dziedzina transformaty A;(S,) opera-
tora wazonego przesunigcia, wykazane jest, ze ten operator jest domykalny i jego do-
mkniecie jest operatorem wazonego przesuniecia (twierdzenie 4.9). Ponadto opisana
jest transfomata .A;(Sy) operatora sprzezonego z operatorem S (twierdzenie 4.16).
Gléwnym wynikiem zawartym w tym rozdziale, i wedlug mnie w calej pracy, jest
przyktad operatora wazonego przesuniecia Sy, ktéry jest hiponormalny, natomiast
jego transformata A,(Sy) ma trywialng dziedzine oraz A,(S}) nie jest operatorem
domykalnym. Poniewaz skonstruowany w tym przykladzie operator Sy jest unitarnie
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réwnowazny z operatorem kompozycji C' na przestrzeni L?, wiec operator C' ma te
same wlasnosci co operator S (twierdzenie 4.23).

Pracg koncza dwa dodatki/uzupelnienia. W pierwszym z nich Autor umiejscawia
teorie przeksztalcenia Aluthgego operatoréw nieograniczonych w kontekscie algebr
von Neumanna, a drugi jest pos§wiecony dowodowi nier6wnosci Hansena dla opera-
toréw nieograniczonych.

Przejde teraz do oceny rozprawy doktorskiej. Strona redakcyjna jest bardzo do-
bra. Praca napisana jest jasno i poprawnie. Obszerna cze$é wstepna ulatwia czytanie
tej rozprawy. Praca jest bardzo ,techniczna”, zawiera mnéstwo dosé skomplikowa-
nych wzoréw. Pomimo to nie udato mi si¢ w nich znalezé zadnego bledu, ani nawet
Jliterowki”. Nie zauwazylem réwniez zadnych btedéw merytorycznych.

W Krakowskiej Szkole Teorii Operatoréw jednym z wiodacych tematéow jest
badanie takich wlasnosci operatoréw nieograniczonych jak: subnormalnosé, hipo-
normalnoéé, czy tez normalnosé. Praca doktorska Pana Trepkowskiego wpisuje sie
w t¢ tematyke. Zawiera oryginalne rezultaty opublikowane w renomowanych czaso-
pismach. Uwazam, ze wyniki uzyskane przez Pana Trepkowskiego sg bardzo ciekawe
1 $wiadczg nie tylko o doskonalym opanowaniu ,rzemiosta” przez ich Autora, ale
réwniez o Jego niewatpliwym talencie.

Na zakoriczenie chciatbym dodaé, ze moim zdaniem praca ta zashuguje na wy-
roéznienie z nastepujacych powodow:

— Pan Trepkowski jako pierwszy zdefiniowal transformate Aluthgego dla operato-
réw nieograniczonych i zbadal jej podstawowe wlasnosci.

— W sposéb wyczerpujacy opisal transformate Aluthgego w klasie operatoréw wa-
zonej kompozycji na przestrzeni L2.

— Skonstruowal bardzo ciekawy przyktad hiponormalnego operatora wazonego prze-
suniecia, ktérego transformata Aluthgego ma trywialng dziedzine.

— Udowodnil nieréwno$é Hansena dla operatoréw nieograniczonych.

Biorge powyzsze pod uwage, stwierdzam, ze praca doktorska Pana mgr.
Jacka Trepkowskiego spelnia wszystkie wymagania stawiane rozprawom
doktorskim w Ustawie o stopniach naukowych i tytule naukowym oraz
o stopniach i tytule w zakresie sztuki (Dz.U. z 2016 r. poz. 882) i wnosze
o dopuszczenie jej do publicznej obrony.

A felbyA
Dr hab. Andrzej Sottysiak
Wydzial Matematyki i Informatyki

Uniwersytetu im. Adama Mickiewicza
w Poznaniu



