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Recenzja rozprawy doktorskiej mgr. Jacka Trepkowskiego
pt. ,,Aluthge transforms of unbounded operators”

Rozprawa doktorska mgr. Jacka Trepkowskiego liczy 93 strony, sktada si¢ z czterech rozdziatéw,
apendiksu oraz bibliografii zawierajacej ponad 100 pozycji. Zostata napisana pod kierunkiem prof.
dr. hab. Jana Stochela.

Tematem przewodnim pracy — zgonie z Jej tytutem — jest dyskusja wtasnosci transformaty Alu-
thge’a dla operatoréw nieograniczonych. Pojecie transformaty Aluthge dla operatoréw ograniczonych
zostato zdefiniowane w latach dziewigédziesigtych ubieglego stulecia. Transformata ta przyporzadko-
wuje operatorowi 7" zadanemu w postaci biegunowej operator A(7) powstaty w wyniku przestawienia
pierwiastka z modutu operatora z czgSciowa izometria. Oczywiscie, jesli wyjSciowy operator jest nor-
malny (a nawet quasinormalny), to opisana transformacja nie zmienia wyjsciowego operatora. Zatem
dla dowolnego operatora, réznica miedzy nim a Jego transformata Aluthge’a moze stuzy¢ do szaco-
wania wielko$ci odchylenia opratora od quasinormalnosci. Z drugiej strony, dzieki wynikom Aluthge
wiadomo, ze transformata ta zachowuje (a nawet poprawia) stabsza od quasinormalno$ci wlasnosé
hyponormalnosci.

Celem autora jest zdefiniowanie i systematyczne zbadanie wlasnoSci transformaty Aluth ge dla ope-
rator6w nieograniczonych. Oczywiscie ten przypadek jest daleko trudniejszy od przypadku ograni-
czonego. Pojawia si¢ tu masa probleméw technicznych do przezwyciezenia takich jak koniecznosé
precyzyjnego okreslania dziedzin operatoréw, rozsztrzyganie o wykonalnosci dodawania i sktadania
operatorow, czy tez fakt, ze pojawiajace sie w rozwazaniach operatory nie majg ,,przyjemnych” wta-
snosci takich jak np. domykalnosé. Majac te wszystkie problemy na uwadze autor czyni swoim
zadaniem zbadanie, czy trasformata Aluthge’a wykazuje podobne wtasnosci, jak w przypadku ogra-
niczonym oraz opis szerokiej klasy przyktadéw dla wazonych operatoréw kompozycji oraz wazonych
przesunie¢ na drzewach skierowanych.

Calos¢ rozprawy poprzedzona jest syntetycznym wstepem, w ktérym autor stawia gtéwny problem
i opisuje gtéwne motywacje.

Rozdziat 1 zawiera wprowadzenie do teorii operatoréw nieograniczonych na przestrzeniach Hil-
berta. Opisane sa m.in. takie zagadnienia Jak domykalno$é, rozktad biegunowy, elementy teorii
spektralnej i rachunku funkcjoinalnego. Przypomniane sa réwniez twierdzenia zwiazane ze strukturg
porzadkowg operaoréw ograniczonych: nieréwnosé L"ownera-Heinza, nieréwno$¢ Hansena i nieréw-
nos¢ Furuty. Zdefiniowane sa réwniez warunki ostabiajace warunek normalno$ci: quasinormalnosé,
subnormalnos¢ i hyponormalnosé.

Rozdziaty 2, 3 i 4 zawieraja wyniki wtasne pana mgr. Trepkowkiego. Wyniki Rozdziatéw 3 i 4
sq treScig dwéch publikacji autora: jedne; samodzielnej i jednej wieloautorskiej. W kazdym z tych
rozdzialéw autor bardzo zrecznie prezentuje wprowadzenie i przeglad aktualnego stanu wiedzy, po

czym plynnie nastgpuje prezentacja wynikéw autorskich.
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Rozdziat 2 poswigcony teorii uogélnionej transformaty Aluthge’a dla operatoréw nieograniczo-
nych, o ktérych nie zaktada si¢ zadnej specyficznej postaci. Jak juz wspomnieliSmy wczesniej, od razu
pojawiaja si¢ problemy, bo operator A(T) nie musi by¢ domykalny. W pierwszej czedci tego rozdziatu
autor podaje warunki dostateczne, ktorych natozenie na gesto okre$lony doknigty oprator T' gwaran-
tuje domykalnosé operatora A(T'). Pokazuje réwniez, ze dla gesto okreslonego operatora domknigtego
ograniczono$¢ A(T') implikuje ograniczonos¢ samego T'. Kolejna cze$é tego rozdziatu poswigcona
jest dyskusji whasnosci p-hyponormalnosci dla operatora A, (T). Gtéwny wynik zawarty jest w Twier-
dzeniu 2.24. Pokazuje on uogélnienie wynikéw Furuty i Huruya na przypadek p-hyponormalnych
operatoréw nieograniczonych, dla ktérych operator A(T) jest gesto okreslony. Nastepna czgS¢ po-
§wiecona jest wlasno$ciom spektralnym operatora A:(T). Glowne wyniki przedstawione sa w Twier-
dzeniach 2.25 i 2.30. Ciekawy jest wynik z kolejnej czgéci poSwigconej charakteryzacji punktéw
statych transformaty Aluthge’a. Okazuje sig, ze podobnie jak w przypadku ograniczonym punktami
stalymi tej tarnsformaty sa operatory quasinormalne (Twierdzenie 2.33)

W Rozdziale 3 dyskutowane sa wiasnosci transformaty Aluthge’a dla specjalnej klasy wazonych
operatoréw kompozycji. Jest to szeroka klasa operatorow, ktéra wczesniej badana byta przez prof.
Stochela i jego uczniéw. Wyniki autora poprzedzone sa wstgpem opisujacym podstawy teorii prze-
strzeni z miara i funkcji mierzalnych, a w szczegélnosci pochodnych Radona-Nikodyma i warunko-
wych wartoéci oczekiwanych. Do najwazniejszych wynikéw wiasnych autora nalezy Twierdzenie
3.15, w ktérym opisano posta¢ operatora A;(Cy,,,) i wykazano jego domykalno$¢. Okazuje sie, ze
doknigcie tego operatora nalezy tez do klasy wazonych operatorow kompozycji. W Twierdzeniu 3.16
autor podaje warunki réwnowazne doknieto$ci operatora JA;(Cj ), za$ w Propozycji 3.20 warunki
réwnowazne gestosci dziedziny. Ukoronowaniem tego rozdziatu jest Twierdzenie 3.31, w ktérym au-
tor pokazuje, ze w klasie pewnych wazonych operatoréw kompozycji prawdziwy jest wynik Althuge’a
o p-hyponormolnosci dziedziczonej przez transformate Aluthge’a.

W Rozdziale 4 autor zajmuje si¢ przypadkiem przesunieé wazonych na drzewach skierowanych.
Podobnie jak w poprzednim rozdziale znajduje si¢ tutaj wprowadzenie do omawianych zagadnier,
ktére pomaga czytelnikowi $ledzi¢ dalsze kroki. Tutaj takZze opisane sa: postac transformaty dla prze-
suniecia wazonego i dowéd jej domykalnosci (Twierdzenie 4.9) i postaé transformaty dla operatora
sprzezonego do przesuniecia wazonego (Twierdzenie 4.16). Jednak kluczowa dla tego rozdziatu jest
ostatnia cze$é, w ktdrej autor opisuje przyktad drzewa skierowanego i gesto okreslonego przesunie-
cia wazonego, ktére jest operatorem hyponormalnym i ktérego transformata Aluthge’a ma zerowa
dziedzine. Co wiecej, transformata operatora sprzezonego do tego przesunigcia nie jest operatorem
domykalnym.

Rozprawa pana mgr. Trepkowskiego reprezentuje bardzo wysoki poziom naukowy. Uzyskane wy-
niki moze nie sa zaskakujace, ale trudno si¢ spodziewa¢ takich wynikéw w sytuacji, gdy szukamy
uogdlnieri juz istniejacych twierdzed. Budzi szacunek systematyczne podejscie do problemu i pio-
nierski charakter badari. Wedtug mojej wiedzy nikt wczesniej nie badat konstrukcji Aluthge’a w
przypadku operatoréw nieograniczonych. Mocna strona jest tez opanowanie zaawansowanych metod
analizy funkcjonalnej i teorii miary. Pan Trepkowski sprawnie si¢ nimi postuguje. Dowody nie-
ktérych twierdzeri sa wysoce nietrywialne, wymagaja pomystowosci i biegtosci we wspomnianych
dziedzinach.
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Kolejna zaleta jest strona redakcyijna rozprawy. Uklad tresci jest bardzo przejrzysty. Wybdr tresci
wprowadzajacych jest precyzyjny. Znajduja sie tutaj rzeczy niezbedne i tylko takie. Trudne i skom-
plikowane dowody w pomystowy sposéb rozbite s4 na ciagi krétszych lematéw i obserwacji (czesto
ciekawych samych w sobie), co znacznie utatwia czytelnikowi prze§ledzenie toku rozumowania. Na-
lezy réwniez podkresli¢ sprawne postugiwanie sie Jezykiem angielskim. Na palcach jednej reki mozna
zliczy¢ drobne pomytki drukarskie, ktére w zadnym stopniu nie utrudniajg czytania.

Jak wynika z powyzszego, moja opinia o recenzowanej pracy jest bardzo pozytywna. Wyniki sa
oryginalne i stanowia wktad w rozwéj wiedzy o operatorach o operatorach nieograniczonych. Autor
stosuje zaawansowane techniki dowodzenia, okazuje sprawno$¢, pomystowosé i bez watpienia duza
kulture matematyczng. Uwazam, ze praca ta spehnia wszelkie ustawowe i zwyczajowe warunki sta-
wiane rozprawom doktorskim. Dlatego wnosze o dopuszczenie pana mgr. Jacka Trepkowskiego do
dalszych etapéw procedury.







