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Monge-Ampére equation in hypercomplex geometry

Przedstawiona rozprawa dotyczy istnienia i regularnosci rozwigzan kwaternionowego rowna-
nia Monge’a-Ampere’a, zaréwno w sytuacji lokalnej jak i globalnej. Réwnanie to stanowi odpo-
wiednik rzeczywistego i zespolonego réwnania Monge’a-Ampere’a odgrywajacych niebagatelna
role w analizie i geometrii. Interesujgca jest nowa forma nieliniowosci tego rownania pojawiajg-
cego sie naturalnie w obecnosci pewnej struktury geometrycznej — tzw. metryki hiperhermitow-
skiej. Wyniki przedstawione w rozprawie zostalty opublikowane w cyklu prac [Sr18, KS20, Sr19],
jedna z ktorych napisana zostata z moim promotorem. W sytuacji lokalnej, badania nad kwater-
nionowym réwnaniem Monge’a-Ampére’a zapoczatkowali niezaleznie Alesker, laureat nagrody
EMS, [A03a] oraz Harvey i Lawson, laureat nagrody Leroy P. Steele’a, [HL09c¢| — a zatem mate-
matycy o uznanej reputacji. Nastepnie zdano sobie sprawe, ze kwaternionowy operator Mong’e-
Ampere’a odgrywa znaczaca role w geometrii rozmaitosci hiperKahlerowskich z torsja. Jest to
typ metryk pojawiajacych sie na tzw. "target space” supersymetrycznych c—modeli z torsja w
mechanice kwantowej, por. [GP00]. Spostrzezenie to zaowocowalo postawieniem przez Aleskera
wspolnie z Verbitsky’'m (wyktad na ICM 2014), nadal nierozstrzygnietego, odpowiednika hipo-
tezy Calabiego dla tych przestrzeni, por. [AV10]. Problem ten sprowadza sie do rozwigzania
kwaternionowego rownania Monge’a-Ampere’a na rozmaitosciach hiperKahlerowskich z torsja.

Zaczniemy od streszczenia rezultatéw zawartych w rozprawie, a otrzymanych w pracach
[Sr18, KS20|, dla plaskiej przestrzeni H", gdzie H oznacza ciato kwaternionéw. Niech M Ay
oznacza kwaternionowy operator Monge’a-Ampere’a. Naszym gtownym wynikiem jest Twier-
dzenie 5.3.1 w rozprawie. Gwarantuje ono istnienie i jedynos¢ stabych, w sensie dystrybucyjnym,
rozwigzan problemu Dirichleta

u € QPSH(D) N CO(D)
MAy(u) = f

Uop = @

dla odpowiednich, gtadko ograniczonych, obszaréw D, ciaglej ¢ oraz f € LP(D) dla p > 2.
Stanowi to najbardziej ogélny wynik na temat tego réwnania jaki jest znany, jesli idzie o oso-
bliwosé danych poczatkowych, uogdlniajacy rezultaty Zhu [Z17] dla gtadkich danych, Aleskera
[A03b] oraz Harvey’a i Lawsona [HL09c, HL20] dla ciagtych, Wan [W18] dla prawej strony w
L? 7z p > 4. Co wiecej wykazujemy, ze tego oszacowania na p nie da sie juz poprawi¢, tak aby
gwarantowac istnienie ciggtych rozwigzan. Tym samym otrzymane twierdzenie stanowi odpo-
wiednik rezultatéw Alexandrova [Alex58], p > 1, dla rzeczywistego i Kotodzieja [K96], p > 1,
dla zespolonego réwnania Monge’a-Ampere’a.

Dowdd tego twierdzenie opiera sie na wykazaniu C° oszacowania a priori. To za$ zasadza sie
na uzyskaniu nieréwnosci miedzy naturalnie zdefiniowang pojemnoscia, zbioréw podpoziomico-
wych, stowarzyszona z kwaternionowym operatorem Monge’a-Ampere’a a miarg Lebesque’a w
H" tych zbioréw. Dowdd tego faktu polega na potaczeniu kilku sktadnikéw i jest zupeknie inny
niz w sytuacji zespolonego rownania. Po pierwsze poréwnujemy zespolony i kwaternionowego
operatora Monge’a-Ampere’a, pomyst ten pochodzi od Chenga oraz Yau dla pary rzeczywistego
i zespolonego operatora. Nastepnie zauwazamy, za [DK14], ze klasa funkcji na ktérej réwnanie
jest eliptyczne zawiera jako szczegdlnych reprezentantow funkcje plurisubharmoniczne i za ich
pomoca da si¢ zrealizowa¢ wspomniang pojemnosé. Te dwie obserwacje wystarczaja do wykaza-
nia wspomnianego oszacowania a priori po zastosowaniu stynnego C° oszacowania Kotodzieja
dla zespolonego réwnania Monge’a-Ampere’a z [K96]. Innymi stowy, dow6d oszacowania a priori



nie jest powtorzeniem dowodu Kotodzieja dla zespolonego réwnania Monge’a-Ampere’a ale ko-
rzysta z tego rezultatu w sposéb kluczowy. Nadal nie wiadomo czy da sie przeprowadzi¢ dowod
porownania pojemnosci i objetosci bez odwotywania si¢ do zespolonych wynikow.

Regularno$¢ ciaglych rozwiazan znalezionych w powyzszym twierdzeniu opisana zostata w
Twierdzeniu 6.5 w rozprawie, wynik zostal wziety z [KKS20]. Pokazujemy w tym twierdzeniu,
ze jesli warunek brzegowy w problemie Dirichleta jest klasy C! to rozwigzanie musi byé klasy
C%* 7 ograniczeniem na o podanym w jezyku p oraz n. Zaznaczamy jednak, ze zalozenia
poczynione w tym twierdzeniu sg dos$¢ stabe albowiem funkcja po prawej stronie rownania
musi by¢ ograniczona przy brzegu dziedziny.

Kwaternionowe rownanie Monge’a-Ampere’a pojawia sie naturalnie na zwartych HKT roz-
maitosciach. Koduje mianowicie mozliwo$¢ otrzymania kazdej trywializacji wigzki kanonicznej
na rozmaitosci hiperzespolonej z metryki hiperKéhlerowskiej z torsja, por. [AV10]. Klasa HKT
metryk stanowi uogoélnienie bardziej klasycznych metryk hiperKahlerowskich. Trudnosci w roz-
wigzaniu tego réwnania sprawiajg skomplikowane oszacowania a priori ktoére trzeba otrzymac co
najmniej do rzedu C%“. Czesciowe postepy poczyniono w [AV10, AS13, A13]. Na razie jedynym
znanym oszacowanie w ogoélnej sytuacji jest to rzedu C°. Pierwsi otrzymali je Alesker i She-
lukhin [AS17]. Przedstawiamy relatywnie prosty dowdd tego oszacowania, Twierdzenie 8.1 w
rozprawie, ktory opublikowany zostal w [Sr19]. Co bardziej znaczace poprawiamy jednoczesnie
czutos¢ zaleznosci oszacowania od warunkow poczatkowych. Zalezy ono teraz tylko od, obok
wielkosci geometrycznych, LP normy prawej strony dla dowolnego p > 2n gdzie n jest kwater-
nionowym wymiarem rozmaitosci na ktorej rozwigzujemy problem. Stanowi to odpowiednik C°
oszacowania otrzymanego przez Yau dla zespolonego rownania Monge’a-Ampere’a na rozma-
itosci Kéhlerowiej [Y78] oraz Tosatti’ego i Weinkova [TW10b] na rozmaitosci hermitowskiej.

Dowdd tego oszacowania jest nastepujacy. Polega w pierwszej kolejnosci na zastosowaniu
nieréwnosci Soboleva do potencjalnego rozwigzania u. To wymaga ograniczenia L? normy gra-
dientu rozwiazania co stanowi gltowng trudno$é. W celu otrzymania stabszego oszacowania,
zaleznego od rozwigzania, rézniczkujemy réwnanie i "wydobywamy” to stabsze ograniczenie.
Udato sie je otrzymacé dzieki iteracji oszacowan na formy powstajace w wyniku tego réznicz-
kowania. Tak otrzymane oszacowanie na gradient umozliwito przeprowadzenie iteracji Mosera
ktora w polaczeniu z kilkoma istotnymi obserwacjami z [TW10a, TW10b] daje pozadane C°
oszacowanie a priori. Przedstawiona metoda jest silnie inspirowana praca [TW10b]

Opisane wyniki w przypadku ptaskim wzbogacaja, zainicjowane w [HL09a, HL09b, HL09c],
badania nad bardzo ogoélna klasa rownan nieliniowych i stowarzyszong teorig pluripotencjatu.
Analiza geometryczna na rozmaitosciach hermitowskich odniosta wiele sukcesow w minionej
dekadzie. W sytuacji zwigzanej z opisywana rozprawa w zakresie twierdzen typu Calabiego-Yau
dla specjalnych metryk hermitowskich, por. [TW10b, GL10, SZTW17, TW17]. Kwaternionowe
rownanie Monge’a-Ampere’a wpisuje sie w ten nurt na rozmaitosciach hiperzespolonych.
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